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ZAJOK ÉS FLUKTUÁCIÓK  

FIZIKAI ÉS BIOLÓGIAI RENDSZEREKBEN  

(Írta: : Dr.Gingl Zoltán, Dr. Makra Péter, Dr. Mingesz Róbert,  

SZTE Kísérleti Fizikai Tanszék, Dr Kish László Texas A&M University) 

 
Régen a zajokat teljesen haszontalan, az információszerzést gátló tényezőnek tekintették, 

de ma már tudjuk, hogy a természet alapvető sajátossága a véletlen – gondoljunk csak a 

kvantummechanikára, statisztikus fizikára, termodinamikára, lézerfizikára – és a rendsze-

rekből származó véletlen jelek rengeteg információt hordoznak. Hétköznapi példát is hoz-

hatunk erre: egyszerűen megállapíthatjuk egy forralni feltett vízből jövő sustorgó zajból, 

hogy mennyire lehet meleg, felforrt-e már, egy gyakorlott autószerelő a motorból jövő 

zajból gyakran meg tudja mondani, hogy milyen jellegű a probléma. Tudományos szintű 

alkalmazási példaként említhetjük, hogy Pakson az atomreaktorokból származó 

neutronfluxuszajok mérésével is ellenőrzik a helyes működést, az elektronikai iparban 

integrált áramkörökből eredő zajok elemzésével tesztelik az áramkörök megbízhatóságát, és 

a véletlenszerű szívritmus-ingadozások analízisével betegségeket diagnosztizálnak a Sze-

gedi Egyetemen is. Ma már alkalmazzák a kutatások egyik szinte hihetetlen eredményét: 

bizonyos esetekben véletlen zajt kell a rendszerbe vezetnünk a pontosabb mérések és jelát-

vitel eléréséhez! Ezt a jelenséget mutatja az úgynevezett sztochasztikus rezonancia és 

dithering is, amit használnak a mobil távközlésben, képalkotási eljárásokban és sok más 

területen is. Sokan úgy vélik, hogy a sztochasztikus rezonancia jelensége által érthetjük 

meg, miként képesek bizonyos élőlények ingerküszöb alatti jelek érzékelésére is. 

A zajok és véletlen jelek matematikai kezelése rendszerint igen bonyolult, és ez sokáig 

gátolta az alkalmazások elterjedését. Fordulópontot az utóbbi évtizedekben a digitális tech-

nika és modern informatika elterjedése jelentett: a rendkívül hatékonyan megvalósítható 

algoritmusok, analóg-digitális konverzió forradalmasította az alkalmazási lehetőségeket. 

Tudjuk, hogy ma már a zsebünkben is digitális jelfeldolgozó számítógép dolgozik: a mobil-

telefon digitalizálja, kódolja, tömöríti hangunkat, és rengeteg más feladatot – köztük zajke-

zelést – is megold. 

1. A zajok matematikai leírásának eszközei 
 

1.1. Valószínűség-számítási alapfogalmak 
 

(a) Kolmogorov-féle valószínűségi mező. 

(b) Valószínűségi változó. 

 

A véletlen jelenségek leírásához a valószínűség-számítás eszköztára ad segítséget; a vélet-

lenszerűen ingadozó fizikai mennyiségeknek valószínűségi változókat feleltethetünk meg. 

Tekintsük most röviden át ezen valószínűségi változók bevezetéséhez szükséges fogalma-

kat, a valószínűségi változók tulajdonságait, a velük kapcsolatos néhány numerikus jellem-

zőt. 
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(a) Kolmogorov-féle valószínűségi mező. A véletlen kísérlet lehetséges kimenetelei az 

elemi események (jelük:  ). Az összes lehetséges elemi esemény halmaza az eseménytér, 

jele:   (  i:  ). Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezzük; az események 

között a halmazok között megszokott unió-, metszet-, különbség- és komplementerképzés 

műveleteket értelmezhetjük, melyek rendelkeznek a megfelelő kommutativitási, disztributi-

vitási és asszociativitási tulajdonságokkal. Az eseményeknek egy A halmazát ezekkel a 

műveletekkel eseményalgebrának nevezzük, ha az alábbi tulajdonságok érvényesek rá: 

 ,A  (1-1) 

 A  (1-2) 

 AB A,  (A\B) A  (1-3) 

ahol a \ jel a halmazok közti különbségképzést jelöli. Az eseménytéren értelmezett 

A:P  0
+
 ( 0

+ 
a nemnegatív valós számok halmaza) függvényt valószínűségnek nevez-

zük, ha teljesülnek rá a következő összefüggések: 

 ,1)( P  (1-4) 
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,AAAA:A A  (1-5) 

azaz a teljes eseménytér valószínűsége 1 (biztos esemény), diszjunkt események együttes 

bekövetkeztének valószínűsége pedig az egyedi események valószínűségeinek összege. Az 

 P,, A  algebrai struktúra a Kolmogorov-féle valószínűségi mező. 

(b) Valószínűségi változó. Az eseményalgebrán értelmezett  :   leképezést való-

színűségi változónak nevezzük, ha teljesül rá az alábbi összefüggés: 

 x  :   .)(: A x  (1-6) 

(A továbbiakban az áttekinthetőség kedvéért a valószínűségi változók argumentumában az 

  x :  eseményt a x  jelöléssel rövidítjük; hasonlóképpen értelmezzük a x  

stb. rövidítéseket is.) Értékkészletük alapján diszkrét és folytonos valószínűségi változókat 

különböztetünk meg. 

Diszkrétnek nevezzük azt a valószínűségi változót, amelynek az értékkészlete legfeljebb 

megszámlálhatóan végtelen. A diszkrét valószínűségi változót legpontosabban úgy tudjuk 

jellemezni, hogy megadjuk lehetséges értékeit és azt, hogy ezeket az értékeket milyen való-

színűséggel veszi fel, azaz az kx  értékeket és a  kk xPp :  valószínűségeket. A  

valószínűségekre igaz a következő összefüggés:  

  
k

kp ,1  (1-7) 
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ha a k index által kijelölt xk értékek végigfutják. A valószínűségi változóról maximális in-

formációt hordoz az  xF  eloszlásfüggvény:  

    .: xPxF   (1-8) 

Az eloszlásfüggvény megadja, hogy egy valószínűségi változó milyen valószínűséggel 

marad egy adott korlát (x) alatt; segítségével azt is kiszámíthatjuk, hogy egy   valószínű-

ségi változó értéke milyen valószínűséggel esik egy tetszőleges ),[ ba  intervallumba: 

    bPbaP  )(:( \   ))(: a  

 ).()()()( aFbFaPbP   (1-9) 

A valószínűségi változóról kevésbé pontos információt szolgáltat a várható érték, mely-

nek definíciója diszkrét esetben: 

   
k

kk xpE .:  (1-10) 

Folytonos valószínűségi változóról beszélünk abban az esetben, ha a valószínűségi válto-

zóhoz található egy olyan f:   függvény, amelyre teljesül, hogy  

 ,d)()( 



x

ttfxF  (1-11) 

ahol F(x) az eloszlásfüggvény. Az f függvényt a valószínűségi változó sűrűségfüggvényé-

nek nevezzük. A sűrűségfüggvény segítségével is megadható, mekkora valószínűséggel 

esik egy   valószínűségi változó értéke egy ),[ ba  intervallumba:  

    



b

a

ab

xxfxxfxxfaFbFbaP ,d)(d)(d)()()(  (1-12) 

föltéve, hogy 




xxfx d)(  konvergens. A sűrűségfüggvényt használjuk arra is, hogy meg-

adjuk a folytonos valószínűségi változó várható értékét: 

 




 .d)(:)( xxxfE  (1-13) 

Egy   folytonos valószínűségi változó )(g  függvényének várható értéke pedig a sűrű-

ségfüggvény segítségével 
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    




 xxfxggE d)()(  (1-14) 

alakban adható meg, föltéve, hogy 




xxfxg d)()(  konvergens.  

A várható érték megadja azt a szintet, amely körül a mért értékek ingadoznak, nem ad 

azonban számot magáról az ingadozás nagyságáról. Erre vezetjük be a szórást, melynek 

definíciója mind diszkrét, mind folytonos valószínűségi változóra: 

      ,:
2

 EED  (1-15) 

azaz a várható értéktől való eltérés négyzetének várható értékéből vont négyzetgyök. 

A n ,,, 21   valószínűségi változókat (teljesen) függetleneknek nevezzük, ha 

    ,)(:
11

ii

n

i

n

i
ii xPxP 












 



  (1-16) 

azaz annak a valószínűsége, hogy a valószínűségi változók egy időben a rájuk jellemző 

korlát alatt maradnak, megegyezik az egyedi valószínűségek (az adott valószínűségi változó 

az adott korlát alatt marad) szorzatával. 

Ha több valószínűségi változónk van, ezek összegének várható értékére igaz a következő 

összefüggés: 

  .
11



















n

i
i

n

i
i EE  (1-17) 

Ha a valószínűségi változóink függetlenek, összegük szórásnégyzete (varianciája) a kö-

vetkezőképpen viselkedik:  

  .
1

2

1

2


















n

i
i

n

i
i DD  (1-18) 

Az itt bevezetett valószínűség-elméleti fogalmak teremtik meg azt az eszköztárat, amelynek 

segítségével a fizikai mérések során fellépő véletlenszerű komponenseket tartalmazó jeleket 

jellemezni tudjuk. A valószínűségi változókból kiindulva reprezentálhatók az ingadozó 

mennyiségeink; a várható érték a véletlen folyamat tapasztalati átlagértékének elméleti 

megfelelője, míg a szórás az ingadozás mértékéről ad számot 
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1.2 Véletlen folyamatok időbeli tulajdonságainak leírása 

 

(a) Véletlen folyamatok. 

(b) Időátlag, sokaságátlag. 

(c) Autokorreláció-függvény. 

(d) Keresztkorreláció-függvény. 

 

(a) Véletlen folyamatok. Előfordulhat, hogy a mért mennyiség nem csupán véletlenszerű-

en ingadozik, hanem e véletlenszerűség jellege is változik az idővel. Ebben az esetben az 

előzőekben bevezetett valószínűségi változók önmagukban nem nyújtanak kielégítő leírást 

a folyamatról, szükségessé válik az időfüggés bevezetése. Így jutunk a sztochasztikus fo-

lyamat vagy véletlen folyamat fogalmához, amely definíciója szerint a valószínűségi ese-

ménytér minden eleméhez egy-egy időfüggvényt rendel hozzá. A sztochasztikus folyamat 

felfogható időfüggvények olyan sokaságaként, melynek elemeit az eseménytér elemei ge-

nerálják. A véletlen folyamatokat tehát  tx ,  kétváltozós függvények reprezentálják: 

  T:x  ,     txt ,,     (T ), (1-19) 

ahol T egy időintervallum. Ezek egy rögzített időpillanatban valószínűségi változókként 

működnek: 

   


:,:
*** tttt xtxx , (1-20) 

illetve az elemi eseményeket rögzítve egyszerű időfüggvényekként:  

     T:,:
***

xtxx . (1-21) 

(b) Időátlag, sokaságátlag. Az időfüggés bevezetése új mennyiségek definiálását teszi 

szükségessé. Képezhetjük például az időbeli középértéket, amelyet egy  tx ,  sztochaszti-

kus folyamat esetében úgy kaphatunk meg, hogy valamely 2T időtartamra képezzük az 

 tx ,  jel átlagértékét: 

   .d,
2

1
:)( ttx

T
x

T

T
T 



  (1-22) 

T  határátmenetben kapjuk az )(x  időátlagot:  

   .d,
2

1
:)( lim ttx

T
x

T

TT



  (1-23) 

A továbbiakban az egyszerűség kedvéért az   argumentumot elhagyjuk, így az  tx , 

T
x , x  jelölésekbe implicit módon beleértendő, hogy azok véletlenszerűen ingadoz-

hatnak, hiszen elemi események függvényei. 
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Ha véletlen folyamatokra is kiterjesztjük a várható érték vagy a szórás fogalmát, láthat-

juk, hogy azok skalárok helyett időfüggvények lesznek; ugyanígy az eloszlásfüggvényben 

és a sűrűségfüggvényben is megjelenik az időfüggés. Ez általános esetben igen bonyolulttá 

teszi a véletlen folyamatok kezelését. Fontos alosztályát képezik a sztochasztikus folyama-

toknak a stacionárius folyamatok, amelyekre a statisztikai paraméterek időfüggetlenek, 

illetve az ergodikus folyamatok, amelyekre teljesül, hogy az időátlag megegyezik a sokaság 

szerinti átlaggal, azaz a várható értékkel. Az ergodicitásnak szükséges, de nem elégséges 

föltétele a stacionaritás. 

(c) Autokorreláció-függvény. A továbbiakban bevezetünk néhány mennyiséget, amelyek a 

sztochasztikus folyamatok időbeli tulajdonságait írják le. Elsőként az x(t) véletlen folyamat 

autokorreláció-függvényét definiáljuk: 

    .)()(:,  txtxEtRxx  (1-24) 

Az autokorreláció-függvény azt jellemzi, hogy a jel   idejű eltolás esetén mennyire 

,,hasonlít” önmagára. Ha egy jel esetén a t  időhöz tartozó értékek függetlenek attól, 

hogy a jel milyen értéket vett fel a t időpillanatban, akkor a kérdéses folyamat korrelálatlan. 

Ekkor az autokorreláció-függvény minden 0 -ra nullával egyenlő, a 0  esetben pe-

dig a jel négyzetének várható értékét adja. 

Ergodikus jelekre az autokorreláció-függvényt a következő módon is megadhatjuk:  

       .d
2

1
lim ttxtx

T
R

T

TT
xx  



 (1-25) 

(d) Keresztkorreláció-függvény. Hasonlóan vezethetjük be a keresztkorreláció-függvényt, 

amely két jel közötti kapcsolatot jellemez:  

    ,)()(:,  tytxEtRxy  (1-26) 

illetve ergodikus jelekre  

       .d
2

1
lim ttytx

T
R

T

TT
xy  



 (1-27) 

A keresztkorreláció igen hasznos eszköz arra, hogy leírjuk két sztochasztikus folyamat 

kapcsolatát; sok gyakorlati méréstechnikai alkalmazása van. Segítségével megadható pél-

dául, hogy két sztochasztikus folyamat függ-e egymástól, és ha igen, akkor az egyik folya-

mat másikra való hatása milyen időeltolódással jelentkezik. 
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1.3 Véletlen folyamatok frekvenciatartománybeli leírása 

 

(a) A Fourier-transzformáció. 

(b) Teljesítménysűrűség-spektrum. 

(c) A Wiener–Hincsin-összefüggések. 

(d) A teljesítménysűrűség-spektrum kiszámítása a gyakorlatban. 

 

Sokszor van szükség arra, hogy a sztochasztikus folyamatokat ne csak idő-, hanem frek-

venciatartományban is jellemezni tudjuk (például a lineáris differenciálegyenletekkel mo-

dellezhető rendszerek, valamint a periodikus összetevőket is tartalmazó folyamatok esetén). 

A zajok egyik lehetséges osztályozása is a spektrális tulajdonságok alapján történik. 

(a) A Fourier-transzformáció. A frekvenciatartománybeli leírás egyik legelterjedtebb 

eszköze a Fourier-transzformáció. Jegyzetünkben nem térhetünk ki ezen eszköz részletes, 

matematikai szigorúsággal való leírására, csupán a legfontosabb tudnivalókat gyűjtöttük ki, 

amelyek megkönnyítik a specializáltabb összefüggések megértését. 

(i) A Fourier-sorok. Joseph Fourier a hő terjedésének vizsgálata során arra a járulékos 

eredményre jutott, hogy a periodikus függvények fölírhatók különböző frekvenciájú szi-

nusz- és koszinuszfüggvények összegeként (más megfogalmazásban: kifejthetők a szinusz- 

és koszinuszfüggvények alkotta végtelen dimenziós bázisban). Ha egy )(tx  függvény peri-

odikus T periódusidővel, akkor )(tx  fölírható az alábbi alakban: 

   


















 








 


1

0 2
sin

2
cos

2 k
kk t

T
kbt

T
ka

a
tx , (1-28) 

ahol 

 ,d)
2

cos()(
2

:

0

tt
T

ktx
T

a
T

k 


  (1-29) 

és 

 }.,2,1,0{d)

0

2
sin()(

2
: 


 ktt

T

T
ktx

Tk
b  (1-30) 

A sorfejtés komplex alakban is megadható: 

 







k

t
T

k

kctx ,e)(

2
i

 (1-31) 

ahol 

 },,2,1,0{)i(
2

1
de)(

1
:

0

2
i

 




 kcbattx
T

c kkk

T t
T

k

k  (1-32) 
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és a fölülvonás a komplex konjugálást jelöli. 

A gyakorlatban a sorfejtést véges számú tagra szokás (és lehetséges) elvégezni. Az 1.1 

ábrán szemléltetésképpen a négyszögjel Fourier-sorfejtését tüntettük föl különböző tag-

számú közelítésekben. 

 

1-1. ábra Négyszögjel Fourier-sorfejtése különböző tagszámoknál 

(ii) A Fourier-transzformáció. Ha a függvény T periódusidejét a végtelenhez tartatjuk, azaz 

a frekvenciatartománybeli elemzést aperiodikus jelekre is kiterjesztjük, az (1-32)-ből a 

megfelelő átalakítások után a Fourier-transzformáció képletéhez jutunk: 

 ,de)(:)}({:)( 2i ttxtxfX ft





 F  (1-33) 

ahol az f paramétert mint frekvenciát értelmezhetjük. A Fourier-transzformált segítségével, 

amint az a Fourier-sorfejtéssel való analógiából látható, előállítható az eredeti )(tx  függ-

vény, ezt inverz Fourier-transzformációnak nevezzük: 

 .de)(:)}({)( 2i1 ffXfXtx ft-





F  (1-34) 

Megjegyezzük, hogy a Fourier-transzformáltnak többféle alakja használatos. Ha az f 

frekvencia helyett az f 2  körfrekvenciát használjuk, különböző konvenciók szerint 

vagy a transzformáció, vagy az inverz transzformáció képletében megjelenik egy )2/(1   

tényező, illetve az az alak is elterjedt, amelyben mind a transzformáció, mind annak inverze 

2/1  faktorral szerepel. 

A Fourier-transzformáció az egyik legelterjedtebb eszköz arra, hogy a jelek ritmicitását, 

domináns frekvenciakomponenseit föltárjuk. Használatánál azonban figyelembe kell venni, 

hogy érvényessége szigorúan véve csak a stacionárius jelekre terjed ki, így közvetlenül nem 
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használhatjuk az időben változó ritmicitású jelek vizsgálatára. Ez utóbbi feladatra számos 

különböző megközelítés ismeretes, köztük az úgynevezett rövid idejű (short-time) Fourier-

transzformáció, a wavelet-analízis vagy a Wigner–Ville-disztribúció, ám ezek részletes 

ismertetése meghaladja e jegyzet kereteit. 

(b) Teljesítménysűrűség-spektrum. A méréstechnikai gyakorlatban sokszor nem magát a 

Fourier-transzformáltat használják a jelek frekvenciatartománybeli jellemzésére, hanem 

más, gyakran fizikailag szemléletesebb mennyiségeket. Ezek közül e jegyzetben az úgyne-

vezett teljesítménysűrűség-spektrumot ismertetjük. Az  fS -fel jelölt teljesítménysűrűség-

spektrum megadja, hogy egy jel  21, ff  frekvenciatartományba eső komponensei mekkora 

„teljesítményt” (effektív értéket) képviselnek: 

   ,d)(
2

1

21 , 

f

f

ff ffSP  ahol ,0  f  (1-35) 

és  21, ffP  az  21, ff  tartományba eső összetevők effektív értékének négyzetét (azaz 

négyzetük átlagértékét) jelenti. A „teljesítmény” elnevezés az utóbbi mennyiségre némileg 

megtévesztő, hiszen  21, ffP  legtöbbször nem teljesítmény dimenziójú, ugyanakkor a telje-

sítménnyel összefüggésbe hozható: a méréstechnikai gyakorlatban általános feszültség 

típusú jelekre a jel 1 Ω értékű terhelésen disszipált teljesítményét jelenti. A fenti összefüg-

gésben szereplő  fS  mennyiséget egyoldalas teljesítménysűrűség-spektrumnak is szokás 

nevezni, mivel csak a fizikai tartalommal bíró nemnegatív frekvenciákra értelmezett. Hasz-

nálatos a negatív frekvenciákra is kiterjesztett  fSxx  kétoldalas teljesítménysűrűség-

spektrum is, amely a nemnegatív frekvenciatartományban az egyoldalas teljesítménysűrű-

ség-spektrummal az alábbi egyszerű viszonyban áll: 

  ,2)( fSfS xx  ahol ,0  f  (1-36) 

továbbá a negatív frekvenciákra 

  ,)( fSfS xxxx   ahol .0  f  (1-37) 

Mind az egyoldalas, mind a kétoldalas teljesítménysűrűség-spektrummal egyszerűen meg-

adható a jel összesített effektívérték-négyzete, ez egyszersmind jól megvilágítja a két telje-

sítménysűrűség-spektrum közötti különbséget:  

 .d)(d)(

0








 ffSffSP xx  (1-38) 

(c) A Wiener–Hincsin-összefüggések. Az úgynevezett Wiener–Hincsin-összefüggések 

értelmében ergodikus jelek esetén a kétoldalas teljesítménysűrűség-spektrum az (1-25) 

összefüggéssel adott autokorreláció-függvény Fourier-transzformáltjaként is előállítható: 
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 ,de)()( 2i-  





f

xxxx RfS  (1-39) 

illetve inverz transzformációval 

 .de)()( 2i ffSR f
xxxx






  (1-40) 

Két jel összefüggéseinek frekvenciatartománybeli leírására használhatjuk a 

keresztteljesítménysűrűség-spektrumot, amely ergodikus jelekre az (1-27) összefüggéssel 

adott keresztkorreláció-függvényből az előzőekhez hasonlóan adódik:  

 .de)()( 2i-  





ft

xyxy RfS  (1-41) 

(d) A teljesítménysűrűség-spektrum kiszámítása a gyakorlatban. A teljesítménysűrű-

ség-spektrum kiszámítására szolgáló numerikus algoritmusok nem az autokorreláció-

függvényből, az (1-39) összefüggés alapján állítják elő a spektrumot, hanem közvetlenül a 

jel Fourier-transzformáltjából. Tekintsük ugyanis az x(t) időfüggő jel energiatartalmát a 

teljes időtartományon, amely a Parseval-tétel értelmében megegyezik a teljes frekvenciatar-

tományon számított energiatartalommal:  

 ,d)(d)(

0 0

22

 
 

 ffXttx  (1-42) 

ahol X(f) jelöli az x(t) jel Fourier-transzformáltját. Az egyenlet jobb oldalát összefüggésbe 

hozhatjuk a teljesítménysűrűség-spektrummal, hiszen a teljesítménysűrűség-spektrum teljes 

frekvenciatartományon vett integrálja az (1-38) összefüggés szerint az összesített effektív-

érték-négyzet. Vegyük a T mintavételi idejű x(t, T) mintaregisztrátumot, amelynek a Fou-

rier-transzformáltját jelölje X(f, T). A föntiekből következően a T mintavételi időre vett 

effektív érték négyzetére az alábbiakat írhatjuk:  

    
 

.d)(d
,

d,
1

d,
1

00

2

0

2

0

2
ffSf

T

TfX
fTfX

T
tTtx

T

T




  (1-43) 

Ez alapján kézenfekvőnek tűnik a teljesítménysűrűség-spektrumra bevezetni az alábbi kö-

zelítést:  
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  
 

.
,

:,ˆ
2

T

TfX
tfS   (1-44) 

Erről a közelítő formuláról belátható, hogy várható értéke a valódi teljesítménysűrűség-

spektrum egy úgynevezett Bartlett-ablakkal vett konvolúcióját adja. 

 

1.4 Időben diszkrét jelek analízise 

 

(a) Mintavételezés, a mintavételi tétel 

(b) A mintavételi tétel megsértésének következményei 

(c) ,,Alulmintavételezés” numerikus szimulációknál 

(d) Időben diszkrét jelek frekvenciatartománybeli elemzése 

 

Az előzőekben főként a folytonos jelekre érvényes analitikus tárgyalást követtük. A jelföl-

dolgozás hatékonyságát megsokszorozó és ma már szinte egyeduralkodó digitális mérés-

technika azonban nem folytonos jelekkel, hanem diszkrét számokkal dolgozik. Ahhoz, 

hogy egy valóságos, időben és amplitúdóban folytonos (más néven analóg) jelet digitális 

földolgozásra alkalmassá tegyünk, a véges tárhely és számítási kapacitás miatt mind ampli-

túdóban, mind időben diszkrét reprezentációját kell adnunk, azaz amplitúdóbeli és időbeli 

kvantálást kell végeznünk. Míg az amplitúdóbeli kvantálás (más néven analóg-digitális 

átalakítás; erről bővebben a 3., méréstechnikával foglalkozó fejezetben szólunk) legtöbb-

ször csupán egy adott pontatlanságot okoz, melynek nagysága az eszközök finomításával 

csökkenthető, az időbeli kvantálás (más néven mintavételezés) a folytonos jelekétől eltérő 

megközelítést tesz szükségessé. Ebben a pontban az időben diszkrét jelekkel kapcsolatos 

főbb módszertani kérdéseket tekintjük át. 

(a) Mintavételezés, a mintavételi tétel. A digitalizált időfüggő jel csak véges számú adat-

ból állhat, ami azt jelenti, hogy a jelet bizonyos időpillanatokban felvett értékeivel próbál-

juk megadni, más szóval mintavételezzük a jelet. A mintavételezést egy úgynevezett követő-

tartó vagy mintavevő-tartó áramkör végzi, mely a jelet követi, a mintavételi időpillanat 

után pedig tartja a feszültségértéket addig, míg be nem fejeződik az analóg-digitális kon-

verzió. Az időbeli kvantálás tehát megelőzi az amplitúdóbelit. A mintavételezések közötti 

időtartam a legtöbb mérési feladatnál állandó, ilyenkor beszélhetünk mintavételi frekvenci-

áról, amely a mintavételek közötti időtartam reciproka. 

Míg az amplitúdótartománybeli kvantálás hatásai legtöbbször elhanyagolhatók, az időtar-

tománybeli kvantálás olyan problémákat vet föl, amelyekre mindig gondolnunk kell digitá-

lis mérések megtervezésekor. Első ránézésre azt gondolhatjuk, hogy az időbeli kvantálás 

miatt biztosan vesztünk információt, hiszen nem tudhatjuk, hogy a jel két mért időpillanat-

beli érték között hogyan változik, bármilyen közeli mintákról legyen is szó. Azonban látni 

fogjuk, hogy az amplitúdókvantálással szemben az időtartománybeli kvantálás nem szük-

ségszerűen jár együtt információveszteséggel, viszont ha az információveszteség elkerülé-

séhez szükséges föltételek nem teljesülnek, megtévesztő mérési artefaktumok léphetnek föl. 

Ezeket a kérdéseket taglalja a Claude E Shannon által 1949-ben bizonyított mintavételi 
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tétel. A mintavételi tétel gyakorlati jelentősége óriási, mivel ez az alapja az összes digitális 

elven működő, időfüggő jeleket kezelő készülék működésének. 

(i) Mintavételi tétel. Ha egy )(tx  időfüggő jel Fourier-transzformáltja az fm mintavételi 

frekvencia felénél nagyobb vagy egyenlő frekvenciákon 0, az )(tx  jel egyértelműen és in-

formációveszteség nélkül rekonstruálható az egyenlő t  ( m/1 f ) időközönként mintavéte-

lezett értékeiből. A kapcsolatot a folytonos )(tx  jel és mintavételezett )( tkx   értékei között 

az alábbi formula adja meg: 

 
 




 




k tktf

tktf
tkxtx

)(

][sin
)()(

m

m . (1-45) 

(ii) A mintavételi tétel bizonyítása. Jelölje X(f) az x(t) jel Fourier-transzformáltját. Ekkor a 

tétel érvényességének föltétele: 

 
2

:0)( mffffX  . (1-46) 

Vezessük be az )(tx  jel mintavételezett alakjának reprezentálására az )(~ tx  disztribúciót 

(általánosított függvényt), amely az eredeti függvény szorzata a mintavételezési időponto-

kat képviselő Dirac-fésűvel (Dirac-delták periodikus sorozatával) és a mintavételi időköz-

zel:  

   .)(:)(~ ttkttxtx
k

 




 (1-47) 

Jelölje )(
~

fX  az )(~ tx  disztribúció Fourier-transzformáltját: 

   













 tttkttxttxfX ft

k

ft de)()(de)(~:)(
~ 2i2i

 

  




 
k

tkfi tetkx 2
. (1-48) 

)(
~

fX  másképpen is előállítható a konvolúciós tétel alapján: 

     



































 t

k

tkttxt

k

tkttxtxfX )()()()()(~)(
~ FFFF  

    fDfX : , (1-49) 

ahol F{} a Fourier-transzformációt,   a konvolúciót jelöli, D(f) értelmezése pedig  
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 


































k t

k
ft

k

tktfD )(:)( F . (1-50) 

A konvolúció műveletét elvégezve:  

 









  











 k t

k
fXDfXfDfXfX d)(d)()()()()(

~
 

   




















k k

fkfX
t

k
fX m . (1-51) 

Tekintetbe véve az (1-46) föltételt, az összegzésben szereplő  mkffX   tag egy adott f  

frekvenciára csak akkor különbözhet 0-tól, ha ,2/2/ mmm fkfff   azaz  

 
2

1

2

1

mm


f

f
k

f

f
. (1-52) 

Ez egy adott frekvencián egyetlen egész számra teljesül, tehát az (1-51) összefüggésben az 

összegzés egyetlen tagra egyszerűsödik. A 2/2/ mm fff   tartományon 1-1  k , 

azaz 0,k  így 

 
2

:)()(
~ mffffXfX  . (1-53) 

Állítsuk most elő az )(tx  jelet Fourier-transzformáltjából inverz Fourier-

transzformációval, és használjuk ki az (1-46) föltételt: 

 ffXffXtx
m

m

f

f

tfitfi de)(de)()(
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Ezen a frekvenciatartományon ),(
~

)( fXfX   ezt kihasználva és az (1-48) formát behe-

lyettesítve kapjuk, hogy 
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Az integrálást elvégezve és a m/1 ft   összefüggést fölhasználva a tétel állításához ju-

tunk, amely egyben a mintavételezett adatokból történő rekonstrukció képlete is: 
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m

m . (1-56) 

(b) A mintavételi tétel megsértésének következményei. A mintavételi tétel bizonyítása, 

mint láttuk, több ponton kihasználja a 2/|| mff   föltételt ( mf : a mintavételi frekvencia). 

Nézzük most meg azt, hogy mi történik, ha ez a föltétel nem teljesül. 

Tekintsünk először egy x(t) szinuszjelet f frekvenciával, melyre 2/|| mff  . Ekkor a 

mintavételezett értékek:  

 

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f
ktfkxtkx k . (1-57) 

Legyen y(t) szintén szinuszjel, de )2/( mm fff   frekvenciával, ami már nem felel 

meg a mintavételi tétel föltételének: 
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m 2sin22sin)][2sin(:)( (1-58) 

Ekkor az mff   frekvenciájú y(t) jel mintavételezett alakja minden k mintavételezési 

pontban megegyezik az f frekvenciájú x(t) jel mintavételezett alakjával, azaz a mintavétele-

zett reprezentáció nem tesz különbséget az egymástól mf  frekvenciaértékkel eltérő frek-

venciájú jelek között (lásd 1-2. ábra). A mintavételi tétel 2/|| mff   föltételének megsér-

tését alulmintavételezésnek, a következményeképpen kialakuló spektrális összemosás 

jelenségét aliasing-nek nevezzük; az utóbbi elnevezésnek magyar megfelelője ez ideig nem 

honosodott meg. 
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1-2. ábra. Az aliasing jelensége. Egy 10 Hz-es szinuszjelet (vékony, folytonos vonal) 

0,11 s-onként, azaz 9,09 Hz-cel mintavételeztünk. A mintavételek időpontjait fekete körök 

jelképezik; a belőlük kirajzolódó alulmintavételezett jelet szaggatott vonal jelöli. Látható, 

hogy az alulmintavételezett jel 10 Hz-es szinusz helyett egy 10 Hz - 9,09 Hz = 0,9 Hz 

frekvenciájú, azaz 1,1 s periódusidejű szinusz 

Az aliasing jelenségét elvileg úgy is kiküszöbölhetnénk, hogy a jelben szereplő maximá-

lis frekvencia kétszeresénél nagyobb mintavételi frekvenciát választunk, a gyakorlatban 

azonban ez igen ritkán valósítható meg: vagy azért nem, mert nem tudunk kellően nagy 

mintavételi frekvenciát biztosítani, vagy pedig azért nem, mert nem ismerjük a mintavétele-

zendő jel fölső határfrekvenciáját. Ezért legtöbbször azt a megoldást választjuk, hogy a 

mintavételezés előtt egy aluláteresztő mintavételi (anti-aliasing) szűrővel korlátozzuk a jel 

fölső határfrekvenciáját. Ez természetesen kisebb-nagyobb mértékben mindig torzítja a 

jelet, amit minden digitális mérési feladatnál tekintetbe kell vennünk. 

A legtöbb esetben a sztochasztikus rezonancia vizsgálata során szerepet játszó véletlen 

jelek elvileg nem sávkorlátozottak, és a gyakorlatban is igen nagy sávszélességűek, ezért az 

aliasing veszélye igen gyakran fönnáll – mint hamarosan látni fogjuk – nemcsak mintavéte-

lezéses mérések, hanem numerikus szimulációk esetén is. Az aliasing folytán megváltozhat 

a spektrumban a jel és a zaj teljesítménysűrűségének viszonya (hiszen a mintavételi frek-

vencia felénél nagyobb frekvenciájú zajkomponensek teljesítménysűrűsége alacsonyabb 

frekvenciákra – így például a jelfrekvencia közelébe – transzformálódik), ami teljesen 

meghamisíthatja eredményeinket. Ezért különösen fontos a mintavételi szűrők vagy a meg-

felelő numerikus eljárások alkalmazása. 

(c) ,,Alulmintavételezés” numerikus szimulációknál. Azt gondolhatnánk, hogy numeri-

kus szimulációk esetén, mikor nincs szó mintavételezésről (hiszen a diszkrét jelet eleve a 

digitális tartományban állítjuk elő), nem okozhat gondot a mintavételi tétel föltételének 

megsértése, ám ez nincs minden esetben így. Tekintsünk például egy négyszögjelet repre-

zentáló diszkrét adatsort, melynek adatpontjai között a távolságot egy t  időintervallum-

nak feleltetjük meg: ez semmiben nem különbözik a megfelelő négyszögjel tfm  /1  
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frekvenciával mintavételezett alakjától; következésképp a kettő ugyanolyan viszonyban van 

a reprezentált négyszögjellel, és ugyanazok a frekveniatartománybeli anomáliák léphetnek 

föl mindkét esetben. 

Ennek illusztrálására föltüntettünk egy numerikusan előállított, 200f  Hz frekvenciájú 

négyszögjel spektrumát két különböző t  időbeosztás (1/4000 s és 1/500 s) föltételezésé-

vel. Bár önmagában az f frekvenciára teljesülne az )2/(1 tf   föltétel, a négyszögjel Fou-

rier-sorából tudjuk, hogy távolról sem ez a négyszögjelben szereplő legnagyobb frekvencia, 

hanem sin(x)/x szerint konvergálnak a komponensek 0-hoz. Ebből az következik, hogy 

elvileg mindig alulmintavételezzük a digitális négyszögjelet, az aliasing erőssége a minta-

vételi frekvenciától függ. A 1-3. ábrán a 200 Hz-es négyszögjel spektrumát tüntettünk föl 

1/4000 s, illetve 1/500 s időbeosztás mellett. Látható, hogy 1/4000 s-os időbeosztásnál 

nem lép föl számottevő aliasing, míg 1/500 s-nál a 600 Hz-es felharmonikushoz tartozó 

komponens megjelenik az 100/1  tf  Hz-es frekvencián. 

 

 

1-3. ábra Az aliasing jelensége diszkrét adatsorra. Az ábrák egy 200 Hz frekvenciájú diszk-

rét négyszögjel spektrumát mutatják; a bal oldali panel 1/4000 s-os, a jobb oldali panel 

1/500 s-os időbeosztásnál 

(d) Időben diszkrét jelek frekvenciatartománybeli elemzése 

(i) A diszkrét Fourier-transzformáció. Ha egy mintavételezett jel spektrumát akarjuk előál-

lítani, nem alkalmazhatjuk a ,,hagyományos” Fourier-transzformációt, hiszen ahhoz integ-

rálást kellene végeznünk, azaz infinitezimálisan kicsiny időbeosztást biztosítanunk, ami 

diszkrét reprezentációban nem lehetséges. Ehelyett az úgynevezett diszkrét Fourier-

transzformáltat (DFT) vezetjük be, amelynek definíciója egy   1
0)(:



N
kk tkxx  mintavéte-

lezett adatsorra: 
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k
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kn . (1-59) 

A diszkrét Fourier-transzformáció inverze a következőképpen értelmezhető: 
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A hagyományos és a diszkrét Fourier-transzformáció közötti kapcsolatot úgy tudjuk meg-

világítani, ha az (1-47) összefüggéssel definiált )(~ tx  disztribúcióból indulunk ki, és azt az 

)(tx  analóg jel diszkrét reprezentánsának tekintjük. E diszkrét reprezentáns (1-48) össze-

függéssel adott Fourier-transzformáltjában az integrálás helyett már összegzés van, így az a 

végtelen összegzési határoktól eltekintve már megvalósítható numerikus eszközökkel. Ha 

tekintetbe vesszük, hogy a mintavételezés mindig véges tNT m  idejű, az (1-48) össze-

függésben a tagok csak 10  Nk  esetén különböznek nullától, továbbá ha az )(
~

fX  

Fourier-transzformáltat csak a )/(1: tNf   frekvenciaegység nemnegatív egész számú 

többszörösein értelmezzük, kapjuk, hogy  

 txtxfnX
N

k

nk
N

k

N

k

tk
tN

n

k  












 1

0

2
i1

0

1
2i

ee)(
~

, (1-61) 

azaz  
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


 Nn

t

tnX
X n , (1-62) 

vagyis a diszkrét Fourier-transzformált a jel diszkrét reprezentánsának Fourier-

transzformáltjából úgy kapható, hogy azt csak a f  frekvenciaegység nemnegatív egész 

számú többszörösein értelmezzük, és normáljuk az időbeosztással. 

(ii) Gyors Fourier-transzformáció (FFT). A diszkrét Fourier-transzformált (1-59) alakjából 

látható, hogy a teljes spektrum kiszámításához 2N  komplex szorzásra van szükség, ami 

hosszabb adatsorokra időigényes lehet. Az adatsor faktorizációjával azonban található egy 

kisebb műveleti igényű algoritmus a diszkrét Fourier-transzformált kiszámítására, amelyet 

gyors Fourier-transzformációnak (fast Fourier transformation, FFT) szokás hívni. Az 

eljárás, amelynek alapját Cooley és Tukey fektették le, azt használja ki, hogy az adatsor 

szétválasztható olyan részblokkokra, amelyekre külön-külön lehet a diszkrét Fourier-

transzformáció műveletét alkalmazni, és ez a szétbontás tovább alkalmazható az egyes 

részblokkokra, egészen az elemi adatokig. Az FFT a diszkrét Fourier-transzformáció műve-

leti igényét 2N  komplex szorzásról NN 2log  nagyságrendbe eső számú komplex szor-

zásra csökkenti. 

(iii) Időben nem egyenletes diszkrét jelek: a Lomb-periodogram. Az eddigiekben a diszkrét 

spektrális analízis tárgyalásánál végig állandó t  mintavételi időközt föltételeztünk. Szá-

mos olyan mérési-jelföldolgozási feladat létezik azonban, melyeknél a mintavételi időköz 

állandósága nem biztosított, például az e jegyzetben is ismertetendő szívritmus-analízis 

esetén. Ilyenkor sem a diszkrét Fourier-transzformált (1-59)-ben ismertetett alakját, sem a 
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gyors Fourier-transzformációt nem használhatjuk. Vegyük észre azonban, hogy a diszkrét 

Fourier-transzformáltban az állandó mintavételi időköz használata csupán egy egyszerűsí-

tés, és elvileg a mérés idején és az ennek megfelelő frekvenciatartományon belül tetszőle-

ges kt  mintavételi időpont és f frekvencia szerepelhet a képletben: 

 
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Ennek az úgynevezett periodogramnak az a hiányossága, hogy az időbeli eltolásokra nem 

invariáns. Ezért Lomb módosította a formulát úgy, hogy az időeltolásra való invariancia is 

teljesüljön: 
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ahol   a körfrekvencia,   1
0



N
kkt  jelenti a nemegyenközű mintavételezési időpontokat,   

az   1
0



N
kkx  nemegyenközű adatsor átlagértékét,   a szórását jelöli, a   paramétert pedig 

az alábbi egyenlet definiálja: 
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A fönti módon értelmezett úgynevezett Lomb-periodogram alkalmas tehát olyan időben 

diszkrét jelek frekvenciatartománybeli elemzésére, amelyekben az egyes adatokhoz tartozó 

időpontok távolsága nem állandó, hanem akár pontról-pontra változhat. 

(iv) Ablakfüggvények. A föntiekben a mintavételezés véges idejét úgy vettük tekintetbe, 

hogy a mintavételezés időtartamán kívül a mintavételezett jelet nullának vettük. Ez megfe-

lel egy mT  szélességű, egységnyi magasságú )(0 tw  ablakfüggvénnyel való szorzásnak, 

ahol )(0 tw  értéke 1 a mintavételezés idejére, azon kívül pedig 0. A frekvenciatartomány-

ban ez az ablakfüggvény )(0 fW  Fourier-transzformáltjával vett konvolúciónak felel meg, 

ahol ez a Fourier-transzformált xx /)sin(  lefutású. Látjuk tehát, hogy a véges mintavétele-

zési idő szükségképpen torzuláshoz vezet a spektrumban; ez alól csak az az eset kivétel, 

amikor a mT  mintavételezési időtartam a mintavételezett periodikus jel T  periódusidejének 

pontosan egész számú többszöröse: ekkor pontosan azt az eredményt kapjuk, mint a nem 
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időkorlátozott jelanalízis esetében. 

A )(0 tw  ablakfüggvény a véges mintavételi időtartam szükségszerű következménye; 

vannak azonban olyan mérési feladatok, amelyeknél a spektrális analízis frekvenciaszelek-

tivitásának növelése érdekében a 0w  függvényt általunk célirányosan megválasztott ablak-

függvényekkel helyettesítjük. A méréstechnikában számos speciális ablakfüggvény ismere-

tes, például a háromszögablak (Bartlet-ablak), a Hann-ablak (Hanning-ablak), a Hamming-

ablak vagy a Blackman-ablak, mivel azonban a zajanalízisben általában nem indokolt a 

használatuk, részletes bemutatásukra itt nem térünk ki. 

 

2. A zajok 

2.1 Zajok osztályozása eloszlásuk és spektrumuk szerint 

 

(a) Egyenletes eloszlás. 

(b) Normális vagy Gauss-eloszlás. 

(c) Fehérzaj. 

(d) Lorentzi zajok. 

(e) 
f/1  típusú színes zajok. 

 

A továbbiakban az egyszerűség és az idevágó irodalom terminológiájával való összhang 

kedvéért a zaj megnevezést használjuk a sztochasztikus folyamatokra, legyenek azok 

akusztikus, elektronikus vagy egyéb természetűek. Bár a zajok meghatározó sajátsága a 

véletlenszerűség, léteznek olyan szabályszerűségek, melyek alapján zajtípusokat különíthe-

tünk el. 

Az osztályozás egyik lehetséges szempontja az eloszlás szerinti osztályozás. A két leg-

gyakoribb alapeloszlás az egyenletes, illetve a normáleloszlás. 

(a) Egyenletes eloszlás. Egy   zajt (mint valószínűségi változót) egyenletes eloszlásúnak 

nevezünk az  ba,  intervallumon, ha sűrűségfüggvénye a következő alakú:  

 

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,ha),/(1
)(

bxaab
xf  (2-1) 

Egy egyenletes elosztású zaj esetén annak a valószínűsége, hogy a zaj amplitúdója az  ba,  

intervallumon belül egy adott részintervallumba esik, független a részintervallum elhelyez-

kedésétől, csupán a részintervallum szélességétől függ. 

(b) Normális vagy Gauss-eloszlás. Normális eloszlásúnak (más néven Gauss-

eloszlásúnak) akkor minősül egy zaj, ha sűrűségfüggvénye az 
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alakba írható, ahol   és   rögzített paraméterek; belátható, hogy   éppen a zaj szórását, 

  pedig a várható értékét adja. A normáleloszlás igen általános, a természetben széles 

körben előforduló eloszlás: ez írja le például egy populációban a testmagasság, testsúly, 

illetve a vérnyomás értékeit. A centrális határeloszlás tétele értelmében nagy számú füg-

getlen valószínűségi változó összegének sűrűségfüggvénye a normáleloszlás sűrűségfügg-

vényéhez tart. 

(c) Fehérzaj. A másik megközelítés a zajok osztályozására a zajok spektrumán alapul. A 

fehér fény mintájára (amely a látható színkép minden frekvenciáját közel egyenlő arányban 

tartalmazza) értelmezhető az úgynevezett fehérzaj, amelynek teljesítménysűrűség-

spektruma a frekvenciától független:  

   0constfehérzaj  ffS . (2-3) 

Természetesen az így értelmezett fehérzaj csupán matematikai absztrakció, a valóságban 

léteznie kell egy fölső határfrekvenciának, amely fölötti frekvenciákhoz 0 teljesítménysűrű-

ség-spektrum tartozik, különben az (1-38) összefüggés értelmében végtelen nagy lenne a 

fehérzaj összteljesítménye, ami nyilvánvalóan nem lehetséges. Továbbá a (2-3) összefüggés 

nem egyedi teljesítménysűrűség-spektrumokra vonatkozik, hanem számos realizáció átla-

golása után teljesül. Ugyanez érvényes az alább értelmezendő többi spektrális törvénysze-

rűségre is. 

Az (1-40) reláció alapján a spektrális viselkedésből az autokorreláció-függvényre is kö-

vetkeztetni lehet. A (2-3) összefüggés inverz Fourier-transzformáltjával kapjuk, hogy  

 )(const)(fehérza, jxxR , (2-4) 

ahol a )(  jelöli a Dirac-féle delta disztribúciót. Ez azt jelenti, hogy az autokorreláció-

függvény csak 0 eltolásra különbözik 0-tól, azaz a fehérzaj korrelálatlan. 

A legtöbb zaj esetében a frekvenciatartománybeli eloszlás nem egyenletes. Ezeket a za-

jokat a fehérzaj egyfajta ellentéteként színes zajoknak, vagy a fehérzaj korrelálatlanságával 

szembeállítva korrelált zajoknak szokás nevezni. 

(d) Lorentzi zajok. A színes zajok fontos alosztályát képviselik az úgynevezett lorentzi 

zajok, melyeket a következő frekvenciatartománybeli összefüggés definiál: 
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ahol 0f  az adott lorentzi zajra jellemző fölső határfrekvencia. Fontos megjegyezni, hogy a 

valós fehérzajok magas fölső határfrekvenciájú lorentzi zajnak tekinthetők (az elméleti 

fehérzaj az 0f  határátmenetben áll elő a lorentzi zajból), illetve hogy a lorentzi zajok 

az 0ff   esetben a Brown-mozgásra jellemző spektrális viselkedést adják vissza. 

(e) 
f1 /  típusú színes zajok. A színes zajok másik csoportját alkotják azok a zajok, ame-

lyek spektrális viselkedése az 

  20
1

/1
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
f

S
f

 (2-6) 

hatványfüggvénnyel jellemezhető. A 0  eset a fehérzajnak, a 5,1  a diffúziós zajnak, 

a 2  a Brown-mozgásnak felel meg; kiemelt fontosságú a 1  esethez tartozó 1/f-zaj. 

Természetesen az osztályozást kiterjeszthetjük a   spektrális kitevő folytonos értékeire is. 

Ahogy a fehérzaj, az f/1  típusú zajok is sávhatároltak a valóságban; utóbbiaknál egy 

alsó határfrekvencia létezése szükséges ahhoz, hogy az összteljesítmény véges legyen. 

 

2.2 Néhány jellegzetes zajfolyamat 

 

(a) Sörétzaj. 

(b) Termikus zaj. 

(c) Brown-mozgás. 

(d) 1/f-zaj. 

 

Ebben a pontban bemutatunk néhány példát fizikai zajfolyamatokra, és szólunk kialakulá-

suk magyarázatáról is. 

(a) Sörétzaj. A sörétzaj olyan eszközökben fordul elő, amikor a töltéshordozó részecskék-

nek potenciálgátat kell leküzdeniük ahhoz, hogy a vezetéshez hozzájáruljanak. Ilyen eszköz 

például a vákuumdióda, vagy egy félvezető pn-átmenet. A vákuumdióda esetében az elekt-

ronoknak a katódból való kilépéshez kell kellő energiával rendelkezniük. Mivel az energia 

az egyes elektronok között véletlenszerűen oszlik meg, ezért az elektronok kilépése is vélet-

lenszerű lesz. 

Ha egy elektron energiája nagyobb a kilépési munkánál, akkor a kilépés után a külső 

elektromos tér hatására az anód felé halad egyenletes gyorsulással, és így hozzájárul a kör-

ben folyó áramhoz. Az áram tehát elemi, egymást véletlenszerűen követő áramimpulzusok 

összegeként fogható fel. 

Ha az impulzusokat Dirac-függvénnyel reprezentáljuk, és figyelembe vesszük, hogy az 

elektronok kilépése Poisson-eloszlást követ, akkor az áram spektrumára a következő alakot 

kapjuk: 

 qIfS 2)(   (2-7) 
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ahol q az elemi töltés, I pedig az áram középértéke. 

Ha figyelembe vesszük, hogy az elemi impulzusok a valóságban többféle alakúak, akkor 

a formula módosul. A vákuumdióda esetében például az elektron egyenletes gyorsulása 

következtében az elemi impulzus a rt  áthaladási időtartamban lineárisan növekvő függ-

vény, a pn-átmenet esetén pedig, a közel konstans sebesség miatt rt  szélességű négyszög-

jellel adható meg. Mivel az eredő spektrumot az elemi impulzusok alakja határozza meg, 

pn-átmenet esetében így az áram spektruma a  
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qIfS  (2-8) 

kifejezéssel adható meg. Ez azt jelenti, hogy a spektrum most csak kis frekvenciákon lesz 

közelítőleg konstans, amikor 1)/()sin(  rr tftf . 

(b) Termikus zaj. Az úgynevezett termikus zaj vezetők, félvezetők áramvezetésében lép 

fel. Ideális kristályban a szilárdtestfizikai számítások szerint a töltéshordozók akadálytala-

nul haladhatnak. Minden kristályban vannak azonban hibahelyek, szennyező atomok. A 

periodicitást a kristálybeli atomok hőmozgása szintén zavarja. A töltéshordozók ezekkel a 

hibahelyekkel ütköznek, ütközésük során energiájuk megváltozhat. Mivel ezek az ütközé-

sek véletlenszerűen történnek, az eredő áram illetve feszültség fluktuációját okozzák. A 

termikus zajfeszültség teljesítménysűrűség-spektrumára az úgynevezett Nyquist-formulát 

kapjuk:  

 kTRfS 4)(   (2-9) 

ahol k a Boltzmann-állandó, R a minta ellenállása, T a hőmérséklet.  

A fluktuáció-disszipáció tétel felhasználása alapján megadható a (2-9) formulának egy 

általánosabb alakja is, amely egy Z impedancián mérhető termikus zaj spektrumát írja le: 

  )(Re),(4),( fZTfNhfTfS  , 
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ahol h a Planck-állandó. 

(c) Brown-mozgás. A Brown-mozgás régóta ismert klasszikus probléma. A jelenség rövi-

den jellemezve abból áll, hogy egy részecskét a környezetével való kölcsönhatása miatt 

véletlenszerű erő mozgat. Ezt a következő egyenlettel lehet leírni:  
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m  , (2-11) 

ahol m a részecske tömege, v a sebessége,   a közegellenállási együttható, F(t) pedig a 

véletlenszerű erő, amit Gauss-eloszlásúnak és korrelálatlannak tételezünk fel. Már ebből a 

képből is látszik, hogy ez a mozgás nem lesz korrelálatlan, hiszen a részecske adott időpil-

lanatbeli helye függ attól, hogy az előző pillanatban hol volt. A Brown-mozgás egy 

Markov-folyamat, ami azt jelenti, hogy a részecske adott helyzete csak az előző helyzettől 

függ statisztikusan, és az azt megelőző helyzetektől független. Megjegyezzük, hogy ilyen 

jellegű folyamat nem kötődik szükségszerűen egy részecske mozgásához, más fizikai 

mennyiség is lehet ilyen tulajdonságú. Erre jó példa egy kondenzátor feszültsége, melyet 

véletlenszerű feszültség tölt. A Brown-mozgás jellegzetessége, hogy teljesítménysűrűség-

spektruma 2/1 f -tel arányos széles frekvenciatartományban. Másik érdekes tulajdonsága 

folyamatnak, hogy a szórásnégyzet az idővel arányosan növekszik, tehát a folyamat nem 

stacionárius. 

(d) 1/f-zaj. Mint az előzőekben utaltunk rá, az olyan fluktuációkat, amelyek teljesítménysű-

rűség-spektruma 
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fS       1  (2-12) 

alakú, 1/f-zajnak nevezzük. A   kitevő értékének határaira nincs igazán egységes állás-

pont, elfogadható értéknek tekinthető például az 1,2, de a 5,1  vagy 5,0  esetet már 

nem tekintjük 1/f-zajnak. 

Az 1/f-zaj igen általánosan előforduló zajtípus, aminek még ma sincs igazán átfogó, egy-

séges elmélete. Az 1/f-zaj leírásánál, a megfelelő modellek megalkotásánál alapvetően az 

1/f-zaj speciális tulajdonságai jelentik a problémát. A következőkben a legalapvetőbb tulaj-

donságokat foglaljuk össze, az ideális 1  esetet feltételezzük.  

(i) Logaritmikus divergencia, frekvenciaskálától független variancia. A variancia egy adott 

1f , 2f  frekvenciasávban a következőképpen adható meg: 
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Látható, hogy 01 f  vagy 2f  esetén az ideális 1/f-zaj logaritmikusan divergens 

mind az alsó, mind a felső frekvenciahatáron. Mivel a kifejezés csak az 12 / ff  hányadostól 

függ, ezért a variancia független a frekvenciaegység megválasztásától.  

(ii) Nem ergodikus, esetleg nem stacionárius. Ha az 1/f-zajt egy adott véges T ideig mérjük, 
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akkor az Tf /1  frekvenciájú komponenseket a mérés nem tartalmazza. Mivel az 1/f-zaj 

varianciája divergens bármely T/1  frekvencia alatt, ezért az 1/f-zaj nem ergodikus bármely 

T időtartamra nézve. Ez azt jelenti, hogy a statisztikai paraméterek mások lesznek T időát-

laggal meghatározva, mintha sokaságátlagból számítanánk ki. A zaj divergens volta miatt 

többszöri mérésekor ezek a paraméterek mások lehetnek, ami nem feltétlen jelent 

nemstacionaritást – utóbbit csak a sokaságátlag időfüggése bizonyíthatná. 

(iii) Az időátlagolás nem csökkenti a középérték hibáját. Sok esetben növelhetjük a mérés 

pontosságát, ha a méréseket időben többször elvégezzük ugyanazon a mintán, és ezután 

képezzük az időátlagot. 1/f-zaj esetében ez a módszer nem csökkenti a hibát, a középérték 

hibája független az átlagolási időtől. A t időre vett )(tU átlagértéket az )(tU  zajfeszültség-

ből a (15) formula szerint időbeli integrálással kapjuk meg. A Fourier-transzformáció az 

integrálást /i1 -val való szorzásba viszi át, ezért az időfüggő átlag spektruma 3/ f  ala-

kú. A spektrummal az átlag varianciáját kifejezve  
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ahol T  az átlagolási idő, TfT /  a frekvencia minimális értéke – az ennél kisebb frek-

venciájú komponenseket az idő korlátossága miatt nem mérjük –,   és   konstansok. Az 

integrálást elvégezve a következő alakot kapjuk:  
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tehát látható, hogy a variancia nem függ a mérési időtől.  

(iv) Sávhatárolt 1/f-zaj autokorreláció-függvénye. A spektrum ismeretében az 

autokorreláció-függvényt az (1-40) formula felhasználásával számíthatjuk ki. Ha teljes 

frekvenciatartományban 1/f függést feltételezünk, akkor az inverz Fourier-transzformáció 

divergenciája miatt nem tudjuk az autokorreláció-függvényt analitikusan megadni. A to-

vábbiakban a sávkorlátozott zaj esetét vizsgáljuk. Ha a két határfrekvencia 1f  és 2f , akkor 

a spektrum alakja  
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Ebben az esetben a normált autokorreláció a 12 /1/1 ff   tartományban jól közelíthe-

tő az alábbi formulával:  
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Az autokorreláció tehát igen lassan, logaritmikusan csökken, ami nagyon hosszú távú kor-

relációt jelent. 

3. A zajok méréstechnikája 
 

A fizikai és más rendszerekben előforduló véletlenszerű, zajos jelek matematikai leírásá-

ból sejthető, hogy a mérések is gyakran speciális követelményeket támasztanak a mérő-

rendszerrel és mérési elvekkel kapcsolatban. Megemlíthetjük például, hogy az időfüggő 

jelek mérésénél nem használhatjuk ki a jel periodicitását, ami a hagyományos oszcilloszkó-

pos méréstechnika egyik alapvető feltétele, de még a jel effektív értékének mérése sem 

végezhető el legtöbbször az elterjedt műszerekkel. Az előző fejezetben tárgyalt idő- és 

frekvenciatartománybeli leírásnak megfelelően különböző feltételeknek megfelelő átlagolá-

sokra, statisztikai mennyiségek – valószínűség, átlagérték, szórás, korreláció, spektrális 

sűrűség – mérésére is szükség van. 

Zajmérésekhez ennek megfelelően gyakran használnak spektrumanalizátort, valódi effek-

tívérték-mérőműszert, de szerencsére a mai digitális méréstechnika sokkal komplexebb 

mérőműszerek létrehozását is támogatja: kiemelhetjük azt is, hogy maga a felhasználó 

készítheti el a mérései feladataihoz legjobban illeszkedő mérőműszert. 

A fentiekből következik, hogy a zajmérések elvégzéséhez nagy segítséget nyújthat az 

analóg és digitális méréstechnikai elektronika, szoftverbázisú műszerezés („virtuális mérés-

technika”) ismerete. Ezt egyébként is indokolja, hogy a legjobb, legmodernebb műszerek 

elektronikai alapokon működnek, hiszen a feldolgozással kapcsolatos matematikai művele-

tek legrugalmasabban, leghatékonyabban (analóg, digitális vagy programozott) elektroni-

kával végezhetők el, emellett a szenzorok rendkívül széles választéka áll ma már rendelke-

zésünkre, melyek a fizikai jeleket elektromos jelekké alakítják át. Egy modern digitális 

műszer általános felépítése látható a 3-1. ábrán: 

 

3-1. ábra Egy általános célú digitális műszer működésének vázlata 
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A mérendő jeleket a szenzor elekronikával kezelhető jellé (feszültség, áram, ellenállás, 

kapacitás, induktivitás, stb.) alakítja, melyet a jelkondicionálás során feszültséggé alakí-

tunk, felerősítünk, megszűrünk, majd szükség szerint digitalizálás után feldolgozzuk, tárol-

juk, továbbítjuk, megjelenítjük, stb. 

A mérések során kevés esélyünk van arra, hogy sokaság szerinti átlagolásokat végezhes-

sünk, így sokkal inkább az időbeli statisztikai műveletek megvalósítására lesz szükségünk. 

A következő fejezetben bemutatunk néhány hagyományos és modern méréstechnikai 

módszert, melyek a legfontosabb zajmérések alapjául szolgálnak. 

 

3.1 Analóg mérési módszerek 

 

(a) Átlagérték, valódi effektív érték analóg mérése. 

(b) Valószínűség, gyakoriság mérése. 

(c) Korreláció és spektrális sűrűség analóg méréstechnikája. 

 

(a) Átlagérték, valódi effektív érték analóg mérése. Az átlagérték és effektív érték méré-

séhez időbeli integrálásra van szükség. Ha a folyamatot adott időre vonatkoztatva stacioná-

riusnak tekinthetjük, akkor ennek megfelelő időtartamú integrálást kell megvalósítanunk. A 

gyakorlatban ez legtöbbször nem konkrét időpontok közötti integrálást, hanem valamilyen 

lecsengő függvénnyel súlyozott folyamatos integrálást jelent. A legegyszerűbb és legelter-

jedtebb eset egy RC-áramkör alkalmazása. Ezt az áramkört gyakran integrátornak is neve-

zik, de aluláteresztő, illetve felülvágó szűrőként is ismeretes. Az elnevezés azt tükrözi, 

hogy a jelben az alacsonyfrekvenciás, lassan változó jeleket megtartjuk, miközben a na-

gyobb frekvenciájú, azaz gyorsabb komponenseket kivágjuk. Az áramkör kimenetén köze-

lítőleg a bemenetére kapcsolt feszültség adott időre vett átlagos értéke jelenik meg. Az RC 

szorzatot szokás időállandónak is nevezni, mely az exponenciális lecsengés jellemzője. 

Az előző módszer is használható az effektív érték meghatározására, de a négyzetre eme-

lésre is szükségünk van. Periodikus jelek esetén ezt gyakran el lehet kerülni, mert a speciá-

lis jelalak miatt elég a jel abszolútértékét képezni, majd ebből az effektív érték meghatároz-

ható. Zajok esetében ez nem ilyen egyszerű a sokféle lehetséges jelalak miatt, ezért 

úgynevezett valódi effektívértéket (true RMS, RMS-DC conversion) kell mérnünk, azaz a 

négyzetre emelést – vagy a teljesítmény másfajta meghatározását – nem kerülhetjük el. A 

valódi effektív érték mérése elvégezhető analóg szorzó és átlagoló áramkörök alkalmazásá-

val, amit a következő ábra mutat (AD536): 
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3-2. ábra Valódi effektív érték mérése analóg áramkörökkel 

A négyzetre emelést néha az egyszerűbben elkészíthető exponenciális és logaritmikus 

erősítőkkel is megtehetjük: 

 

 

3-3. ábra Valódi effektív érték mérése exponenciális és logaritmikus erősítőkkel 

Az analóg számításvégző módszerek mellett különösen nagyfrekvenciás jelekre elterjedt 

az a módszer, hogy az effektív érték közvetlen definíciója alapján a mérendő jellel egy 

ellenálláson Joule-hőt termelnek, majd hőmérsékletérzékelővel meghatározzák a kapott 

teljesítményt. 

 

3-4. ábra Az effektív érték meghatározása a hőteljesítmény alapján 
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(b) Valószínűség, gyakoriság mérése. A véletlenszerű jelek leírásánál nagyon hasznos a 

valószínűségek, illetve a valószínűségi sűrűségfüggvény mérése. Természetesen ezek a 

mennyiségek is csak véges pontossággal mérhetők, hiszen határértékkel definiáljuk őket. 

Annak a valószínűsége, hogy az x(t) jel értéke adott [x,  x + ∆x] tartományba esik, közelít-

hető a gyakoriság mérésével. Ergodikus folyamatot feltételezve ez azt jelenti, hogy meg-

mérjük, az idő hányad részében találjuk a jelet az adott sávban. Ha egy olyan áramkört 

készítünk, amely kimenetén egységnyi jel jelenik meg, ha a kérdéses [x,  x + ∆x] interval-

lumban van jel, más esetben pedig nulla, akkor a jel kitöltési tényezője éppen arányos a 

keresett gyakorisággal. Az áramkör blokkvázlata látható az alábbi ábrán. 

 

 

 

3-5. ábra Gyakoriság analóg mérésének blokkvázlata 

 

(c) Korreláció és spektrális sűrűség analóg méréstechnikája. Az előzőekben említett 

statisztikai jellemzők mellett igen fontos a zajok időbeli szerkezetének jellemzése is. Ezt az 

időtartományban elsősorban a korrelációfüggvények, a frekvenciatartománybeli leírás ese-

tén pedig a teljesítménysűrűség-spektrum segítségével adjuk meg. Az autokorreláció-

függvény és a teljesítménysűrűség-spektrum, mint ez az (1-39) és (1-40) összefüggésekből 

kitűnik, egymásból számítható mennyiségek, ezért a kettő közül elég az egyik mérését 

elvégezni. 

Az autokorreláció-függvény mérése a definíciónak megfelelően egy időbeli késleltetést és 

átlagolást kíván. Az időbeli késleltetés általában meglehetősen problémás, mert analóg 

elektronikával nehéz szabályozható késleltetést jeltorzulás nélkül végezni, ezért ezt csak 

speciális esetben szokás használni. A mérés blokkvázlata az alábbi ábrán látható. 

 

 

3-6. ábra Autokorreláció-függvény mérésének blokkvázlata 

Sokkal könnyebben, egyszerűbben mérhetjük meg a teljesítményspektrumot. Mivel a de-
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finícióból következően a teljesítményspektrum egy adott frekvenciatartományon vett integ-

rálja az adott sávba eső jelteljesítményt jelenti, a mérési elvet is ennek megfelelően adjuk 

meg. Az egyik legelterjedtebb módszer szerint egy hangolható keskenysávú szűrőt alkal-

mazunk, mely tehát a jelből egy adott szűk frekvenciatartománybeli komponenseket engedi 

csak át, amelynek teljesítményét kell megmérnünk. A szűrő kimenetén természetesen idő-

függő jelet kapunk, melynek teljesítménye is időfüggő a zaj természetéből következően. 

Megfelelő időtartamú átlagolás szükséges ezért a zajteljesítmény méréséhez, ami függ a 

választott frekvenciától és a zaj korrelációs tulajdonságaitól is. Számos spektrumanalizátor 

használja ezt a mérési elvet, és lehetővé teszi az átlagolás idejének és típusának megválasz-

tását is. 

A szűrő sávszélessége általában a középponti frekvenciával arányos, ami állandó jósági 

tényezőnek felel meg. A teljesítmény mérésekor természetesen a szűrő átviteli függvényé-

nek alakja is számít, ami korrekciót igényel. 

 

 

3-7. ábra A teljesítménysűrűség-spektrum mérésének blokkvázlata 

 

3.2 Digitális mérési módszerek 

 

A modern elektronika és digitális jelfeldolgozás nagy fejlődést jelentett a zajjelenségek 

méréstechnikájában is. A digitális technikának nagyon sok előnye van: 

 kiváló feldolgozhatóság 

 nagy pontosság 

 jó tárolási, jeltovábbítási lehetőségek 

 reprodukálhatóság 

 kevéssé jelentős öregedés, drift 

 gazdaságosság 

Olyan mennyiségek váltak igen könnyen és pontosan mérhetővé, melyeket a hagyomá-

nyos technika segítségével csak nagyon körülményesen, pontatlanul határozhattunk meg. A 

mai eszközök már nagyon hatékonyak, sokszor kis méretűek, akár elemről is működhetnek 

és gyakran programozható, intelligens elektronikát tartalmaznak. A hatékony méréstechni-

ka a zajkutatás fejlődését és alkalmazásait is elősegítette, mivel a véletlenszerű jelek elem-

zése nagyon számításigényes. Példaként említhetjük a reaktordiagnosztikát, 

neurokardiológiai jelek analízisét, a dithering és sztochasztikus rezonancia alkalmazásait is, 

melyekről később ejtünk szót. 
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(a) Konverzió. A digitális méréstechnika alapvető elemei az analóg-digitál (A/D-) és 

digitál-analóg (D/A-) konverterek, melyek feladata, hogy kapcsolatot teremtsenek a valós 

jelek és a digitális elektronika segítségével reprezentált egész számok között. A konverterek 

csak feszültség- vagy áramjeleket kezelnek, ezért gyakran szenzorokra és aktuátorokra is 

szükségünk van, hogy más fizikai jeleket is mérhessünk, létrehozhassunk. 

Az analóg-digitális konverzió során a mérendő jel számokká alakul a következő formula 

alapján: 
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ahol refU  a méréshez alkalmazott referenciafeszültség, a Z szám általában kettes szám-

rendszerben megadott, b a bitek száma, x  a felbontás vagy másképpen a legkisebb 

helyiértéknek megfelelő feszültség ( LSBU  – LSB: least significant bit), és a    az alsó 

egészrészt jelöli, azaz azt a legnagyobb egész számot, ami a megadott számnál kisebb. 

Ideális esetben a legnagyobb hiba 2/x , a gyakorlatban ennél valamivel nagyobb. 

 

3-8. ábra A kvantálási hiba 

A digitalizálás tehát az amplitúdó kvantálását jelenti, a diszkrét értékek ideális esetben 

egyenközűek. A felbontást gyakran a bitek számával szokás megadni. Régebben a legelter-

jedtebbek a 8–12 bites konverterek voltak, ma már jóval nagyobb felbontás érhető el, akár 

24 bit is. Nem szabad azonban összekeverni a felbontást a pontossággal, ami igen gyakori 

hiba! Nemegyszer előfordul, hogy a drága, nagyfelbontású műszerről leolvasott értéket az 
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összes kijelzett számjegyre pontosnak tekintik, ami szinte sosem teljesül, mindig figyelem-

be kell vennünk a műszer adatlapjában megadott értékeket és természetesen a valós mérési 

körülményeket is. 

Az A/D- és D/A-konverzió természetesen véges időt – úgynevezett konverziós időt – vesz 

igénybe, ami néhány tized másodperctől akár nanoszekundumnál is rövidebb ideig terjed-

het. Ez azt jelenti, hogy másodpercenként akár 10
9
 konverzió is történhet. 

(b) Mintavételi szűrés. A mintavételezéses mérésekről szóló fejezetben láttuk, hogy a 

mintavételi tétel betartása igen fontos, mert enélkül nemcsak információvesztés, hanem 

információtorzulás is léphet fel. Az alábbi ábra ennek hatásait mutatja be Brown-mozgás, 

azaz 1/f
2
-zaj esetén: látható, hogy szűrés nélkül a spektrum vége „fölfelé kunkorodik”, ami 

az aliasingnek tudható be. Ezt szűréssel elkerülhetjük. 

 

 

3-9. ábra Brown-mozgás spektruma szűrő alkalmazása nélkül és szűréssel 

A mintavételi tétel betartását úgy garantálhatjuk, ha a mintavételezés előtt meredek karak-

terisztikájú aluláteresztő szűrőt használunk, ami eltávolítja a jelből a nemkívánt nagyfrek-

venciás komponenseket. Zajméréseknél általában igen kicsi jelekkel találkozunk, amit 

kiszajú előerősítőkkel tudunk kellő nagyságú jellé alakítani. Így tehát egy digitális zajmérés 

blokkvázlata a következőképp adható meg: 

 

3-10. ábra A digitális zajmérés blokkvázlata 

(c) Az alkatrészek zaja. A mérendő jelhez minden komponens zajt ad, ami természetesen 
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rontja a mérés pontosságát. Az előerősítő az egyik kritikus komponens, mivel ez csatlako-

zik közvetlenül a mérendő jelhez. Az erősítőkre a gyártók megadják a bemenetükön megje-

lenő additív zajok nagyságát, melyek bemeneti feszültség- illetve áramzajok csoportjába 

sorolhatók. 

A bemeneti feszültségzaj lényegében hozzáadódik a jelhez, és az erősítő kimenetén fel-

erősítve jelenik meg. A bemeneti áramzaj a jelforrás kimeneti impedanciáján átfolyva szin-

tén feszültségzajként kezelhető, ami a kimeneten felerősítve jelenik meg. 

Nagyon fontos, hogy mindkét zajt figyelembe vegyük, mert egy igen jó feszültségzajú 

erősítőnek nagy lehet az áramzaja, azaz egy nagyobb impedanciás jelforrásnál adhat rosz-

szabb eredményt, mint egy magasabb feszültségzajú erősítő. 

Az erősítők zaját az adatlapok nem a teljesítménysűrűség-spektrummal, hanem annak 

négyzetgyökével jellemzik, így a spektrális zajjelemzők feszültségzaj esetén a V/ Hz , 

áramzaj esetén az A/ Hz egység SI szerinti többszöröseivel írhatók le. Kis feszültségzaj-

nak tekinthető a 10 nV/ Hz  alatti érték, áramzaj esetén pedig 1 pA/ Hz -nél kisebb érték 

várható el. A zajok spektrális sűrűsége nagyobb frekvenciákon általában 

frekvenciafüggetlen, azaz fehérzaj, de mindig tartalmaz egy törésponti frekvenciát, ami 

alatt a függés 1/f alakú. Természetesen az is nagyon fontos, hogy az 1/f törésponti frekven-

cia (1/f corner) minél kisebb legyen. Jó értéknek számít a 10 Hz alatti frekvencia. A követ-

kező grafikon mutat két tipikus zajspektrumot. Láthatjuk, hogy mind a magasfrekvenciás 

zajszint, mind az 1/f törésponti frekvencia más a két erősítő esetében. 

 

 

3-11. ábra Két erősítő feszültségzajának összehasonlítása 

A mintavételi szűrő mindenképpen a már felerősített jelet szűri, így az additív zaja gya-

korlatilag elhanyagolható. A határfrekvencia a mintavételi frekvencia fele alatt van, csilla-

pítási tényezője általában 80 dB-nél is jobb szokott lenni. A mai modern A/D-konverterek 

igen gyakran ∑Δ architektúrájúak, ahol a belső mintavételi frekvencia a felhasználó által 
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kapott rátának sokszorosa, így a mintavételi szűrővel szemben támasztott követelmények is 

jóval enyhébbek. 

Az A/D-konverternek a zajmérés szempontjából egyik legfontosabb paramétere a maxi-

mális mintavételi ráta, ami tulajdonképpen a mérhető sávszélességet adja meg. A konverter 

felbontása 12 bitnél sosem rosszabb, ma már nemritkán 16 vagy akár 24 bit is lehet. Ne 

tévesszük össze azonban a felbontást és a pontosságot: lehet, hogy egy 14- vagy 16-bites 

konverter linearitása jobb, mint egy 24-bitesé, és a mérés szempontjából ez számít. 

 

 

3-11. ábra A kvantálási zaj 

Milyen zajt ad a méréshez az A/D-konverter? A diszkrét értékek miatt eleve megjelenik 

egy úgynevezett kvantálási zaj (lásd 3-11. ábra). A kvantálási hiba abszolút értéke legföl-

jebb a Δx kvantumnagyság fele, azaz az (1-12) összefüggés alapján a kvantálási zaj f(x) 

sűrűségfüggvényére az alábbi összefüggés igaz: 
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Mivel a jel és ez a zajtípus a legtöbb esetben korrelálatlan, ezért fehérzajként kezelhetjük. 

Egyenletes eloszlást föltételezve (3-3)-ból a sűrűségfüggvényre a következő adódik: 
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Ebből az (1-14) fölhasználásával láthatjuk, hogy a kvantálási zaj r effektív értéke, azaz a 
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kvantálási zaj négyzetének várható értékéből vont négyzetgyök, a Δx fölbontás 12 -ed 

része: 
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Emellett a konverterek fizikai zajjal (termikus zajjal) is terheltek, melynek nagysága a fel-

bontással közel azonos szokott lenni. A mérendő zajhoz képest ezek zajok gyakran elha-

nyagolhatók, és mindig törekednünk kell arra is, hogy a méréshatárt minél jobban, de bizto-

san szaturáció nélkül használjuk ki. 

(d) Zajjellemzők meghatározása. A különböző jellemzők számítása közvetlenül számító-

géppel történik, hiszen a mérendő jelet számok formájában kapjuk meg. A mérést és feldol-

gozást is szoftver végzi, melyet különböző programozási nyelveken és környezetekben 

valósíthatunk meg. 

(i) Középérték, szórás és sűrűségfüggvény mérése. A középérték, szórás számítása egysze-

rűen a (1-13), (1-15) képletek alapján történhet. A sűrűségfüggvény felvételéhez meg kell 

választanunk egy felbontást, ami alapján az egyes intervallumokba eső adatok gyakoriságá-

val közelíthetjük a sűrűségfüggvényt. 

(ii) A spektrális jellemzők és korrelációfüggvények mérése. A mintavételezés során nyert 

idősorokat diszkrét Fourier-transzformáció segítségével konvertálhatjuk frekvenciatarto-

mányba, természetesen erre a leggyakrabban az FFT algoritmusát használjuk. Ha egy zaj-

spektrumot egyetlen idősorból számítunk, az eredmény meglehetősen nagy szórású lesz, 

ezért a pontosabb méréshez több spektrumot kell meghatároznunk, majd ezeket átlagoljuk. 

Nem szabad elfelejtenünk, hogy a jelnek az adott időtartományra nézve stacionáriusnak 

kell lennie, ellenkező esetben nem végezhetjük el az átlagolást. 

A spektrális analízishez gyakran használnak ablakfüggvényeket, amiket elsősorban a pe-

riodikus komponensek jobb detektálása szokott indokolni. Zajok esetében viszont nem ez a 

helyzet, így a négyszögablak is megfelelő, sőt bizonyos esetekben kisebb torzítást okoz, 

mint más ablakfüggvények. 

A korrelációfüggvények közvetlenül is kiszámíthatók az (1-24)–(1-27) összefüggések se-

gítségével. Az (1-40) és (1-44) összefüggéseket kombinálva megtehetjük azonban azt is, 

hogy a T ideig mintavételezett jelet frekvenciatartományba alakítjuk, majd az X(f, T) Fou-

rier-transzformált abszolútérték-négyzetét visszatranszformáljuk a következő módon: 
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Így az úgynevezett ciklikus korrelációhoz jutunk, ami közvetlenül adódik a tényből, hogy 

az FFT a jelet automatikusan periodikusan kiterjeszti. 
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3-12. ábra Zajos szinuszjel és autokorreláció-függvénye 

4. Zajok konstruktív szerepben 
 

Egy valódi rendszer működése során óhatatlanul zajos, véletlenszerű viselkedést mutat, és 

a zajok nem csak külső hatás eredményeként jelennek meg. Ebből az is következik, hogy a 

rendszerből származó véletlenszerű ingadozások elemzése fontos információkat adhat a 

rendszer működéséről. Sok példát hozhatunk erre, ezek egészen hétköznapiak is lehetnek. 

Ha vizet forralunk, a zaj jellegéből és erősségéből meg tudjuk becsülni a víz hőmérsékletét, 

egy motor vagy gép működéséből származó zaj az esetleges hibákra utalhat. Természetesen 

hozhatunk példákat a műszaki és tudományos életből is. Az atomreaktorokban zajló folya-

matokat a neutrondetektorokból származó zajok elemzésével is követik, ellenőrzik a poten-

ciális rendellenességeket. Integrált áramkörök megbízhatóságának mértékét lehet jellemez-

ni az áramkör zajspektrumának vizsgálatával, a megnövekedett zajintenzitás általában a 

degradációs folyamatok kezdetét jelzi. Paradox módon néha „tűzzel oltunk tüzet”: a zajokat 

nem csak információszerzésre használhatjuk, hanem zaj hozzáadásával bizonyos esetekben 

növelhető a mérések pontossága is, az információszerzés hatékonysága! A következőkben 

erre mutatunk néhány példát a dithering és a sztochasztikus rezonancia ismertetésével. 

4.1 Dithering 

 

(a) A dithering etimológiája. 

(b) Vizuális alkalmazások. 

(c) A digitalizálás fölbontásának javítása. 

(d) A/D-konverterek linearitásának növelése. 

 

(a) A dithering etimológiája. A dithering főleg a műszaki területeken használatos elneve-

zés, amely mindazon alkalmazásokat magába foglalja, ahol zajt használunk föl a mérés 

pontosságának javítása vagy eszközeink jobb, megbízhatóbb működése érdekében. Az 

angol szó többek között ’remegést’, ’reszketést’ jelent, magyar megfelelője eddig nem 

honosodott meg. Érdemes röviden kitérnünk a műszaki szóhasználat eredetére, mert ezáltal 
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is képet kapunk arról, mit is takar ez a terminus. A második világháború idején a bombázó-

gépekben mechanikus „számítógépek” segítették a navigációt és vezérelték a bombák kiol-

dását előzetes pályaszámítások alapján. A gépészek megfigyelték, hogy a fedélzeti „számí-

tógépek” sokkal pontosabb működésre voltak képesek a levegőben, mint a földön. A 

jelenség magyarázatát abban találták meg, hogy a levegőben a motorok állandó vibrációja 

jótékony hatással van a „számítógépek” beragadásra hajlamos alkatrészeire: míg a földön 

az egyes számítások a mechanikus alkatrészek hirtelen megindulásával, majd leállásával 

jártak, a levegőben a motorok vibrációja az alkatrészek mozgását simábbá, folytonosabbá 

tette. Ebből okulva a földön használatos mechanikus „számítógépekbe” is beépítettek rá-

zómotorokat. Az elv az azóta eltelt évtizedekben általánossá vált a digitális méréstechniká-

tól a számítógépes grafikákig, bár manapság jórészt elektronikus, vagy digitális zaj tölti be 

azt a jótékony szerepet, amelyet kezdetben a mechanikus rezgés.  

(b) Vizuális alkalmazások. A dithering kicsit arra emlékeztet, mint amikor a rajz készítője 

satírozással „pontosabbá” valósághűbbé alakítja a képet. Alkalmazásának egy jelentős 

részterülete éppen ezzel kapcsolatos. Talán nem túlzás azt állítanunk, hogy az olvasók je-

lentős része használja is, ha nem is figyelt még föl rá. A Windows operációs rendszerben 

mára alapbeállítás a dithering, csak éppen úgy hívják, hogy „A képernyőn megjelenő betű-

típusok simítása”, de a Linuxot használók sem maradnak dithering nélkül, ha pl Acrobat 

Readert telepítenek. Ez az effektus főleg akkor észrevehető, ha kisméretű betűket nézünk a 

képernyőn: ekkor simítás nélkül a betűalakok véges fölbontása miatt a betűk kontúrja zava-

róan darabos, csúf. Ha azonban egy kis véletlenszerűséget viszünk a megjelenítésbe, a 

kontúr kisimul, olvashatóbb és esztétikusabb lesz. Erre mutat példát a 4-1. ábra. 

 

4-1. ábra A képernyőn megjelenő betűalakok plasztikusabbá tétele zaj segítségével 

A dithering elvét alkalmazzák digitális fényképeknél is, ha tárhely-takarékossági vagy 

kompatibilitási okokból kisebb színmélységen kell a képet ábrázolni (tehát pl több millió 

színről 216 színre csökken a fölhasználható paletta), de a minőségromlást a legkisebbre 

szeretnék csökkenteni. Ekkor, ha dithering nélkül végzik az átalakítást, az eredeti palettából 

számos színnek a szűkebb palettán ugyanaz a szín fog megfelelni, így nagy kiterjedésű, 

egyszínű területek jönnek létre. Ha viszont az átalakítás előtt zajt keverünk a képhez, egy 

adott területen a hasonló színű képpontok esetleg más-más színűek lesznek az átalakítás 

után, csökkentve az összefüggő területek nagyságát, így plasztikusabbá téve a képet. Erre 

láthatunk egy illusztrációt a 4-2. ábrán. 
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4-2. ábra A legfölül látható képet fekete-fehérré alakítottuk át. A bal alsó kép az átalakítás 

eredményét mutatja zaj nélkül, míg a jobb oldali párja esetében az átalakítás előtt zajt 

kevertünk a képhez. Az eljárás elterjedt voltát jól jellemzi, hogy a Coreldraw nevű szoftver 

beépített funkcióit tudtuk használni a képek elkészítéséhez 

(c) A digitalizálás fölbontásának javítása. Képzeljük el, hogy a digitalizáláskor a konver-

ter fölbontásához közeli nagyságú jeleket mérünk. Ekkor a relatív hiba nagy, és nem tudhat-

juk, hogy a digitalizálási szintek között a jel hol helyezkedik el, a jelet csak 2/x  hibával 

tudjuk megadni. Ha a jel ezen az intervallumon belül változik, a mérés során ezt nem ész-

leljük. Mi történik ezzel szemben akkor, ha a jelhez egy másik jelet adunk hozzá a digitali-

zálás előtt? Ekkor a kódok már változni fognak, információt hordoznak a mérendő jel kü-

szöbszint alatti változásairól is. A mérendő jelhez természetesen bármilyen időfüggő jelet 

hozzáadhatunk, általános esetben azonban célszerű a zaj alkalmazása, mivel így a legkisebb 

az esélyünk arra, hogy elkerüljük a mérendő jellel való korrelációt és az ebből adódó prob-

lémákat. 

Az így kapott mérési adatok tulajdonképpen a vizsgált jellel modulált statisztikát követik, 

amiből megfelelő jelfeldolgozással a jel pontosabban meghatározható, így küszöbszint 

alatti jelek is észlelhetőkké válnak. A 4-3. ábrán ennek elvét láthatjuk. 
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4-3. ábra Dithering alkalmazása a digitali-

zálás fölbontásának javítására. Zaj hozzá-

adása nélkül a digitalizálás eredménye 

mindig a kvantumnagyság legközelebbi 

egész számú többszöröse lesz, ez pedig 

adott mértékű hibát okoz. Ha azonban 

nulla várható értékű gaussi zajt adunk a 

mérendő értékhez, nem csupán a legköze-

lebbi, hanem a szomszédos kvantumok is 

adódhatnak eredményül a Gauss-

eloszlásnak megfelelő gyakorisággal, átla-

golás után pedig a mérendő értékhez sokkal 

közelebb eső digitalizált értéket kaphatunk 

 

(d) A/D-konverterek linearitásának növelése. A valóságos analóg-digitális átalakítóknál 

sosem biztosítható az, hogy pontosan ugyanakkorák legyenek az amplitúdókvantumok. 

Ennek következményeként alakulhat ki a harmonikus torzítás jelensége, melynek során a 

mintavételezendő harmonikus jelben a többitől eltérő kvantumnagyság a jelnek mindig 

azonos fázisára esik, és ez – a legtöbbször szélessávú kvantálási zajjal ellentétben – 

felharmonikusok megjelenését okozhatja. Ez főként ott jelent problémát, ahol különböző 

jelek vannak egymásra keverve, például a távközlésben. 

Zaj hozzáadásával ezen a problémán is lehet segíteni. Hasonlóan az előző pontban ismer-

tetett elvhez, a zaj jelenléte azt eredményezi, hogy nem mindig a hibás kvantumba esik a jel 

adott szakasza, hanem véletlenszerűen más kvantumokba is. Így a digitalizált jelben nem 

mindig ugyanott lesz a hibás szakasz, ez pedig a felharmonikusok elnyomását eredményezi. 

A harmonikus torzítás jelenségét a 4-4. ábra, a dithering ide vonatkozó alkalmazását a 4-5. 

ábra szemlélteti. 

 

4-4. ábra A harmonikus torzítás 

a) az amplitúdókvantumok hibája: a folytonos x mennyiség más-más értékeinél (különösen 

a 0,7 érték körül) más-más azon tartomány szélessége, amelyen belül minden x értéknek 

ugyanaz a Z egész szám felel meg b) ennek torzító hatása egy szinuszjel digitalizálása során 
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4-5. ábra A dithering alkalmazása a harmonikus torzítás csökkentésére 

a) A 14. ábrán bemutatott hibásan digitalizált szinuszjel spektruma, b) a szinuszjel spekt-

ruma 49 Hz sávszélességű, 2 egység szórású sávhatárolt zaj hozzáadása esetén, c) a 

szinuszjel spektruma 49 Hz sávszélességű, 8 egység szórású sávhatárolt zaj hozzáadása 

esetén 

 

 

4.2. A sztochasztikus rezonancia 

 

(a) Történeti áttekintés 

(b) A sztochasztikus rezonancia általánosított mechanizmusa. 

(c) Színes zajok a sztochasztikus rezonanciában. 

(d) Jel-zaj viszony erősítés lehetőségei a sztochasztikus rezonanciában. 

 

Ha egy definícióban akarnánk meghatározni azt a szerteágazó jelenségkört, amelyet szto-

chasztikus rezonancia néven szokás tárgyalni, akkor azt mondhatnánk, hogy a sztochaszti-

kus rezonancia az a mechanizmus, amelynek során egy rendszerben a zaj jelenléte a rend-

szert érő determinisztikus gerjesztés hatását fölerősíti vagy a gerjesztéshez szinkronizálja. 

 

(a) Történeti áttekintés 

(i) Éghajlatváltozások. A ,,sztochasztikus rezonancia” kifejezést először Benzi és kollégái 

használták először, egy külső gerjesztés nélkül sztochasztikus teljesítménysűrűség-

spektrummal jellemezhető dinamikai rendszerben a belső sztochasztikus mechanizmus és a 

külső periodikus gerjesztés között föllépő kooperatív effektus megjelölésére. Ehhez az 

effektushoz az éghajlatváltozások (jégkorszakok) periodicitásának magyarázatán keresztül 

jutottak el. 

A kovamoszat-üledékekben található oxigénizotópok arányából és egyéb, ettől független 

geológiai adatokból kitűnt, hogy a jégkorszakok körülbelül 100 000 éves periódussal ismét-

lődnek, amely periódusidő jó egyezést mutat a Föld-pálya excentricitásának ingadozásában 

föllelhető periodicitással. Kézenfekvőnek tűnt a föltételezés, hogy mivel a Föld felszínét 

érő napfény sugárzási teljesítménye is ezzel arányosan ingadozik, ez az ingadozás okozhat-

ja a klímaváltozások periodicitását. Ennek vizsgálatára fölállítottak egy egyszerű modellt, 

amely az éghajlat leírására egyetlen változót használt, a T  globális átlaghőmérsékletet. 

Ennek dinamikáját a következő energiamérleg alapján adták meg: 
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ahol C  a Föld hőkapacitása, )(t  egy a Föld-pálya excentricitását jellemző paraméter, P  

a Föld felszínét érő napsugárzás átlagos sugárzási teljesítménye,  T  az átlagos albedó,   

pedig a Föld infravörös sugárzás útján történő hűlését jellemző átlagos renormált Stefan–

Boltzmann-állandó. Azt mondtuk, hogy a Föld-pálya excentricitása 510  év periódusidővel 

ingadozik: 
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A (4-1) egyenlet átírható egy olyan formába, amely egy  T  potenciál terében mozgó 

részecske T  koordinátával leírt túlcsillapított mozgásának egyenletével analóg:  
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A rendszer stabil egyensúlyi állapotainak  T  lokális minimumhelyei felelnek meg. A 

modell akkor írja le az éghajlatváltozásokat, ha 1  esetén két stabil egyensúlyi állapot 

létezik: egy alacsonyabb 1T  hőmérséklethez tartozó, ami annak felel meg, hogy az északi 

földteke nagy részét jég borítja, illetve egy magasabb 2T  hőmérséklethez tartozó, ami an-

nak felel meg, hogy az északi földteke nagy része jégmentes. Ezek az állapotok 

önkonzisztensek: amikor alacsonyabb a hőmérséklet, a felszínt borító jég többet ver vissza 

a napsugárzásból, ami indokolja az alacsonyabb hőmérsékletet, míg a magasabb hőmérsék-

letet az teszi lehetővé, hogy akkor kevesebb a jég, tehát a sugárzás nagyobb része nyelődhet 

el. 

A modell szerint a rendszer akkor megy át egyik stabil állapotból a másikba, ha a   pa-

raméter modulációjának A  amplitúdója kellően nagy, ellenkező esetben csak egy stabil 

állapot van. A becslések azonban azt mutatták, hogy ez az amplitúdó nem elég nagy ahhoz, 

hogy átmenet, azaz klímaváltozás következzék be. A sztochasztikus rezonancia fölfedezé-

séhez vezető döntő lépés az volt, hogy a modellbe bevezették a légköri és az óceáni áramlá-

sok fluktuációinak, illetve például a vulkánkitörések okozta véletlenszerű 

albedóváltozásoknak a hatását, amelyet egy )(t  fehérzaj formájában vettek figyelembe, 

így a leíró egyenlet a következőképpen módosult:  
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ahol D  a karakterisztikus zajintenzitás. Ebben a sémában – amely, mint látni fogjuk, a 

sztochasztikus rezonancia őstípusává, leggyakrabban hivatkozott modellrendszerévé önál-
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lósult – már létrejön az excentricitás ingadozásához szinkronizált átmenet a stabil átmene-

tek közt, és ez a szinkronizáltság egy határig erősödik a zajintenzitás növelésével. 

(ii) Schmitt-trigger. A Benzi és társai által fölvetett elvi lehetőséget Fauve és Heslot vetette 

alá először kísérleti vizsgálatnak 1983-ban. Az általuk vizsgált rendszer egy hiszterézises 

komparátor, az úgynevezett Schmitt-trigger volt, amelynek invertáló kapcsolásában a ki-

meneti feszültségszint alacsony, ha az invertáló bemenetre adott bemenő feszültség na-

gyobb, mint a küszöbfeszültség, és magas, ha a bemenő feszültség kisebb, mint a küszöbfe-

szültség (-1)-szerese, illetve megtartja korábbi értékét, ha a bemenő feszültség abszolút 

értéke kisebb a küszöbfeszültség abszolút értékénél (innen a hiszterézis). Ez a rendszer, 

Benzi és társai modelljéhez hasonlóan, két stabil állapottal rendelkezik, azaz bistabil. Az 

invertáló bemenetre fehérzajt vezettek (ez egy fizikai zajforrásból, egy záróirányban feszí-

tett p-n átmenet fölerősített zajából származott), a küszöbfeszültséget pedig egy szinuszos 

feszültséggel modulálták. A moduláció amplitúdóját úgy választották meg, hogy önmagá-

ban ne idézhessen elő átmenetet a kimeneti szintek között, és tanulmányozták a kimenőjel 

spektrumát a bemenetre adott zaj erősségének függvényében. Míg Benziék a moduláció 

frekvenciáján található spektrális csúcs nagyságából következtettek a sztochasztikus rezo-

nancia megtörténtére, Fauve és Heslot bevezették a sztochasztikus rezonancia kvantitatív 

jellemzésére a jel-zaj viszonyt, amelyet a szinuszos moduláció frekvenciájához tartozó 

spektrális csúcs és az ugyanazon frekvencián vett háttérzaj teljesítménysűrűségének hánya-

dosaként értelmeztek. Azt tapasztalták, hogy a jel-zaj viszony nemmonoton módon függ a 

bemenetre adott zaj varianciájától: nemnulla zajszórásnál határozott maximumot mutat. 

Sikerült tehát bebizonyítani, hogy sztochasztikus rezonancia megy végbe ebben az elektro-

nikai rendszerben. 

(iii) Gyűrűlézer. Fauve és Heslot kísérlete után jó ideig elülni látszott az érdeklődés a szto-

chasztikus rezonancia iránt, míg McNamara és társai 1988-ban egy bistabil gyűrűlézerben 

ki nem mutatták a jelenséget. Ők egy gyűrűsen elrendezett festéklézert vizsgáltak, amely-

ben a bistabilitást a lézersugár kétféle lehetséges iránya (az óramutató járásával megegyező, 

illetve ellentétes) képviselte. A rezonátorba egy akuszto-optikai modulátort iktattak, ennek 

modulációs frekvenciáját változtatva lehetett a lézersugár irányát vezérelni. A modulátor 

bemenetére egy szinuszos gerjesztés és egy hozzá képest nagy sávszélességű fizikai fehér-

zaj összegét vezették; a szinuszos gerjesztés amplitúdója önmagában nem volt elegendő a 

lézersugár irányának megváltoztatásához. Az egyik irányban egy gyors fotodiódával mérték 

a lézersugár intenzitását, majd a rögzített adatok spektrumából jel-zaj viszonyt számoltak 

különböző bemenőzaj-intenzitásoknál. Azt kapták, hogy a jel-zaj viszony maximuma 

nemzéró zajintenzitásnál van, és a maximum eléréséig a jel-zaj viszony nő a zajintenzitás 

növelésével, tehát ebben a rendszerben is sztochasztikus rezonancia volt megfigyelhető. 

(iv) Nembistabil rendszerek. A fönti kísérlet egy új korszak beköszöntét jelezte a sztochasz-

tikus rezonancia kutatásában: az érdeklődés egyszerre megélénkült, és igen sokféle, egy-

mástól időnként egészen távoli rendszerben mutattak ki a sztochasztikus rezonanciával 

analóg folyamatokat. A ,,sztochasztikus rezonancia” fogalmát kiterjesztették mindazon 

jelenségekre, ahol egy optimális zajszintnél megnövekszik a rendszer érzékenysége a kis 

determinisztikus perturbációkra. Az új eredmények azt is megmutatták, hogy a két stabil 

állapot nem szükséges föltétele a sztochasztikus rezonancia létrejöttének: 1993-ban Longtin 

egy gerjesztési küszöbbel bíró rendszerben, a FitzHugh–Nagumo-neuronmodellben számolt 

be sztochasztikus rezonanciáról, majd 1994-ben Jung, 1995-ben Gingl, Kiss és Moss, illet-
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ve Gammaitoni különböző szintmetszésdetektorokban figyelték meg a jelenséget. A szto-

chasztikus rezonancia vizsgálatát kvantumrendszerekre is kiterjesztették, illetve létrejött 

egy új kutatási ág, amelyben kaotikus rendszerekben a zaj szerepét a káosz vette át. A szer-

teágazó kutatások tükrében a sztochasztikus rezonanciát mutató rendszereknek három kö-

zös alkotóelemét lehetett kimutatni: valamiféle aktivációs küszöbbel bíró nemlineáris rend-

szer; gyenge determinisztikus bemenet; vagy a rendszerben inherens, vagy a 

determinisztikus bemenethez hozzáadódó, külső zaj. 

(v) Biológiai rendszerek. Az sztochasztikus rezonancia kutatásának különösen fontos és 

dinamikusan fejlődő részterületét képviselik a biológiai rendszerekben történő megfigyelé-

sek. Longtin eredményei után többféle neuronmodellben és számos valós biológiai rend-

szerben mutattak ki sztochasztikus rezonanciát; ezek közül itt két jellegzetes példát emel-

nék ki. 

Russell és kollégái egy kanalas tokhal (Polyodon spathula) nevű halat vizsgáltak. E hal 

elektroreceptoraival érzékeli a táplálékául szolgáló plankton elektromos jeleit. A kutatók 

egy-egy hosszúkás medencébe helyeztek négy Polyodon-példányt; a medencékben folya-

matosan keringették a vizet, amelybe planktonokat adagoltak, és mérték azon planktonok 

térbeli eloszlását (a hal orrának hossztengelyéhez viszonyítva), amelyeket a halak észleltek 

és elkaptak. Mindezt elvégezték úgy is, hogy a hal elé és mögé elektródákat helyeztek, és 

az elektródákra zajt vezettek. Azt tapasztalták, hogy bizonyos zajmennyiség növeli a halak 

,,hatáskeresztmetszetét”: ekkor a halak nagyobb távolságból voltak képesek érzékelni a 

planktont, mint zaj nélkül. A zaj erősségének további növelése természetesen lecsökkentet-

te ezt a távolságot. 

A másik kísérlet az emberi keringést rendszert célozta meg. Mint később látni fogjuk, az 

emberi vérnyomás szabályozásában fontos szerepet tölt be az úgynevezett 

baroreflexrendszer: ennek lényege, hogy az arteria carotisban és az aortaívben 

nyomásérzékeny baroreceptorok vannak, amelyeknek nyomáscsökkenés esetén csökken az 

aktivitása, erre pedig a vegetatív idegrendszer a szívfrekvencia emelésével reagál, így köze-

lítvén a vérnyomást az egyensúlyi értékhez. Ebben a rendszerben mutatott ki sztochasztikus 

rezonanciával analóg effektust Hidaka és kutatócsoportja. A pácienst egy dönthető asztalra 

fektették, melynek dőlésszöge számítógéppel folyamatosan vezérelhető volt. A dőlésszöget 

a kísérlet során egy kis amplitúdójú szinuszjellel modulálták, a vizsgálati alany torkára 

(ahol a baroreceptorokat tartalmazó erek egy része fut) pedig egy mandzsettát helyeztek, 

amelyben a nyomás fehérzaj módjára változott. Rögzítették a páciensek elektrokardiogram-

ját, és mérték a szívütések közötti időt (az RR-intervallumot). Azt figyelték meg, hogy a 

mandzsettabeli nyomásban mutatkozó zaj az RR-intervallumok változását az asztal dőlés-

szögének változásához szinkronizálta: az RR-intervallumok spektrumában az asztal modu-

lációs frekvenciájának megfelelő csúcs egy határig növekedett a zaj erősségének növelésé-

vel. 

(b) A sztochasztikus rezonancia általánosított mechanizmusa. Láttuk, hogy a sztochasz-

tikus rezonancia fogalma igen sokféle különböző mechanizmust egyesít magában, amelyek 

aligha írhatók le egyetlen elmélettel. A sztochasztikus rezonancia alapmechanizmusának 

bemutatására a Benzi és társai elméletéből önállósodott úgynevezett ,,kettős potenciál-

völgy”-modellt (double well) szokás használni. A modell egy részecske mozgását írja le egy 

negyedfokú potenciáltérben, erős közegellenállás, gyenge periodikus gerjesztés és zaj 

együttes hatására. A potenciál helyfüggése a következő:  



 IV. Zajok és fluktuációk fizikai és biológiai rendszerekben 45 

 
42

42
:)( x

b
x

a
xV  . (4-5) 

 

4-6. ábra A kettős potenciálvölgy 

Ez a potenciál bistabil; két lokális minimuma van ( mx  és mx ), amelyeket egy potenciál-

gát választ el egymástól (lásd 4-6. ábra). Az mx  értéke a potenciál deriváltjának 

zérushelyeiből meghatározható:  
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ebből következően a potenciálgát magassága  
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A részecske mozgásegyenlete (az úgynevezett Langevin-egyenlet) az alábbi alakú:  
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ahol m a részecske tömege,   a közegellenállási együttható, A0 a periodikus gerjesztés 

amplitúdója,   a gerjesztés körfrekvenciája, )(t  pedig egy zaj (általában fehérzaj). Azt 

mondtuk, hogy a részecske erős közegellenállás hatása alatt van, ezért a gyorsulását nullá-

nak tekintjük. Az egyenlet egyszerűsítése érdekében a következő skálatranszformációkat 

vezetjük be:  
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Ezeket behelyettesítve a Langevin-egyenlet:  
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Ha leosztunk max -mel, bevezetjük a  ataxt /
~

)/(1:)
~

(
~

m    skálatranszformált zajt, és az 

egyszerűbb jelölés kedvéért elhagyjuk a hullámvonalakat a változókról, a Langevin-

egyenlet leggyakrabban használatos dimenziótlan alakjához jutunk:  

 )()cos(0
3 ttAxxx  . (4-11) 

A (4-11) egyenlet kezelésére három megközelítés ismert az irodalomban: a kétállapotú 

közelítés, a Fokker–Planck-leírás és a ,,lineáris válasz”-elmélet. Ezen elméletek részletes 

tárgyalása meghaladja e dolgozat kereteit, ezért a következőkben csupán a kétállapotú kö-

zelítés és a ,,lineáris válasz”-elmélet gondolatmenetét vázolom nagy vonalakban. 

(i) A kétállapotú közelítés. A gyűrűlézerben kapott eredményeik magyarázatára McNamara 

és Wiesenfeld azt a közelítést alkalmazta, hogy a részecske )(tx  pozíciójából csak azt az 

információt tartotta meg, hogy a részecske melyik potenciálvölgyben tartózkodik. Ily mó-

don a (4-11) egyenlettel adott dinamika a mx  és a mx  állapotok közötti átmenetek leírá-

sára egyszerűsödött. Ha )(tn  jelöli annak a valószínűségét, hogy a t időpillanatban a ré-

szecske a mx  állapotban tartózkodik, illetve )(tW  a mm xx   átmenet időegységre 

vonatkoztatott valószínűségét (ennek időfüggését a periodikus gerjesztés okozza, és annak 

megfelelően maga is periodikus), a rendszer dinamikája az alábbi mesteregyenlettel adható 

meg:  

  ntWntWtn )()()(   , (4-12) 

ahol természetesen 1)()(  tntn   t , hiszen a közelítés szerint a részecske mindig 

valamelyik potenciálvölgyben tartózkodik. A )(t  zajt fehérzajnak föltételezve, ahol  

 )(2)()( stDst  , (4-13) 

McNamara és Wiesenfeld az átmeneti valószínűségeket  
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alakban adták meg, ahol Kr  az úgynevezett Kramers-ráta, amely periodikus gerjesztés 

nélküli esetben leírja a potenciálvölgyek közti átmenetek gyakoriságát:  
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A (4-12) egyenletet megoldva megkapjuk a potenciálvölgyekben való tartózkodás valószí-

nűségét, amelynek segítségével fölírható )(tx  várható értéke. A várható érték általában 

függ az 0x , 0t  ( )(: 00 txx  ) kezdeti föltételektől:    00,)()( txtxEtxE  , azonban kellő 

időt várva a tranziensek eltűnnek, és a várható érték beáll az aszimptotikus határesetbe:  
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ahol  
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és  
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Látható, hogy aszimptotikus esetben az )(tx  várható értéke periodikus, körfrekvenciája 

megegyezik a gerjesztés körfrekvenciájával, és a zaj erősségétől függő fáziskésést szenved 

(lásd 4-7. ábra). 

 

 

 

4-7. ábra. A kimenet bemenethez való szinkronizációja zaj hatására. Szaggatott vonal jelöli 

a bemenő szinuszos jelet, a folytonos pedig a kimenő zajos jelet, azaz a (4-11) egyenlet 

)(tx  megoldását; a három ábra balról jobbra növekvő zajintenzitásoknak felel meg 

A várható értékhez hasonlóan az autokorreláció-függvény, így a teljesítménysűrűség-

spektrum is meghatározható aszimptotikus határesetben. Definiáljuk most a jel-zaj viszonyt 

mint a gerjesztés frekvenciája körüli kis környezetben vett jelteljesítménynek és a háttérzaj 

teljesítménysűrűségének hányadosát:  
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ahol )(S  az )(tx  sztochasztikus jel teljesítménysűrűség-spektruma abban az esetben, 

amikor van periodikus gerjesztés,  zajS  pedig a teljesítménysűrűség-spektrum periodi-

kus gerjesztés nélkül, csak zaj jelenlétében. A teljesítménysűrűség-spektrumok esetében a 

jel-zaj viszonyt ki tudjuk számítani; a kétállapotú közelítésben a következő végeredményt 

kapjuk:  
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Ha ezt a jel-zaj viszonyt ábrázoljuk a zajintenzitás függvényében, a sztochasztikus rezonan-

ciára jellemző nemmonoton, maximummal bíró függvényt kapunk (4-8. ábra). 

 

 

4-8. ábra Az R jel-zaj viszony a D-vel jelölt zajintenzitás függvényében a kétállapotú közelí-

tés eredményei szerint. A gerjesztés amplitúdója 1, mx  értéke 1 

(ii) A ,,lineáris válasz”-elmélet. A kétállapotú közelítés sok esetben kielégítő pontosságú 

leírását adja a sztochasztikus rezonancia működésének, a közelítés természetéből követke-

zően nem tud azonban számot adni például a potenciálvölgyeken belüli mozgások követ-

keztében föllépő effektusokról. Ezért a kétállapotú közelítésen kívül olyan leírásokra is 

szükség volt, amelyek a maga folytonosságában tekintik a kettős potenciálvölgy dinamiká-

ját. Ezek meghatározó képviselője a ,,lineáris válasz”-elmélet (linear response theory, 

LRT), amely igyekszik a sztochasztikus rezonancia jelenségét a statisztikus fizika és a 

szilárdtestfizika összefüggésrendszerében is elhelyezni. Az elmélet szerint ha egy )(tx  

koordinátával leírt rendszert egy gyenge )cos(0 tA   periodikus gerjesztés hatásának te-

szünk ki, a koordináta várható értékében megjelenik egy kis periodikus tag, a gerjesztéssel 

megegyező   körfrekvenciával és a gerjesztéssel arányos a  amplitúdóval:  

    tieAtatxE  0)()cos()( , (4-21) 

ahol  
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  a valósrészt,   pedig a képzetes részt jelöli. A képletekben szereplő )(  mennyiség a 

rendszer általánosított szuszceptibilitása. Ezt a szuszceptibilitást hőmérsékleti egyensúly 

esetén a gerjesztés hiányában tapasztalható fluktuációk teljesítménysűrűség-spektrumából 

meg lehet határozni, anélkül, hogy a rendszer dinamikáját leíró egyenletekről bárminemű 

föltételezést tennénk. A koordinátában föllépő periodikus tag Dirac-impulzusként jelenik 

meg a teljesítménysűrűség-spektrumban, így a jel-zaj viszony meghatározható:  
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ahol  zajS , ugyanúgy, mint az előzőekben, a periodikus gerjesztés nélküli teljesítmény-

sűrűség-spektrumot (a zaj teljesítménysűrűség-spektrumát) jelöli. 

A ,,lineáris válasz”-elmélet egy igen sokoldalú és rugalmas eszköze a sztochasztikus re-

zonancia elméleti leírásának, érvényessége azonban arra az esetre korlátozott, amikor a zaj 

mellett a periodikus gerjesztés kis perturbációnak tekinthető, és a rendszer válasza lineáris-

ként közelíthető. Amikor ez a föltétel nem teljesül (az úgynevezett nemlineáris tartomány-

ban), az elmélet jóslataival akár gyökeresen ellentétes effektusok is végbemehetnek. Mint 

látni fogjuk, a jel-zaj viszony erősítés is egy ilyen effektusra példa. 

(iii) Egyéb vizsgálati módszerek. A föntiekben láthattuk, hogy az elméleti leírás gyakran 

korlátokba és nehézségekbe ütközik. Az is előfordulhat, hogy egy elméleti úton kapott 

formula analitikusan nem fejthető tovább, és numerikus kiértékelése szükséges. A szto-

chasztikus rezonancia vizsgálatában tehát mindig van létjogosultsága a különböző szimulá-

cióknak. 

A sztochasztikus rezonancia kutatásának kezdeti szakaszában még nem állt általánosan 

rendelkezésre olyan számítógépes kapacitás, amely a sztochasztikus rezonanciát modellező 

numerikus szimulációkhoz szükséges lett volna. Manapság azonban ez már nem jelent 

akadályt, így a numerikus szimuláció a sztochasztikus rezonancia vizsgálatában leggyak-

rabban alkalmazott eszközzé lépett elő. A legtöbb alkalommal az elméleti vizsgálatok is 

tartalmaznak egy numerikus szimulációkkal való összevetést eredményeik megerősítésére. 

A numerikus szimulációk előnye, hogy nem igényelnek közelítéseket vagy megszorító 

föltételeket, alkalmazásuknál azonban ügyelni kell az artefaktumok veszélyére, amelyek 

például a numerikus differenciálegyenlet-megoldó algoritmus lépésközének helytelen meg-

választásából adódhatnak. 

A numerikus szimulációk alternatívájaként az analóg szimulációkat említhetjük. Ezek so-

rán a rendszer dinamikájának leírásában szereplő műveleteket (összeadás, szorzás, integrá-

lás, differenciálás, stb.) analóg áramkörökkel valósítják meg. Az analóg szimulációk önma-

gukban sokkal gyorsabbak, mint a numerikus szimulációk (a sebességet azonban korlátozza 

az adatok rögzítéséhez szükséges mintavételezés sebessége), és mentesek a numerikus 
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szimulációknál fenyegető artefaktumoktól, viszont másfajta artefaktumok veszélyét hor-

dozzák magukban (például digitális méréskor ügyelni kell az aliasing elkerülésére). 

(c) Színes zajok a sztochasztikus rezonanciában. Az eddigiekben ismertetett elméleti 

leírások arra az esetre vonatkoztak, amikor a rendszerben fehérzaj van jelen. Tudjuk azon-

ban, hogy az abszolút fehérzaj matematikai absztrakció, ezért mindenképpen indokolt an-

nak a vizsgálata, hogy a zaj véges sávszélessége hogyan befolyásolja a sztochasztikus rezo-

nancia lefolyását, illetve mások-e a sztochasztikus rezonancia jellemző paraméterei, ha 

fehérzaj helyett különböző színes zajok vannak a rendszerben. Ezt tovább erősíti az a tény, 

hogy a különböző színes zajok igen elterjedtek a valós fizikai, biológiai és egyéb rendsze-

rekben. 

(i) Kettős potenciálvölgy. Az első vizsgálatok a kettős potenciálvölgyben tárgyalták a színes 

zajok szerepét. A zaj színes zaj volta úgy jelent meg, hogy a túlcsillapított mozgást leíró 

(4-11) egyenletben a )(t  zaj autokorreláció-függvénye nem a fehérzajnak megfelelő 

)(2)()( stDst   volt, hanem az alábbi alakú:  
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ahol ct  az úgynevezettt korrelációs idő. Ez a kifejezés 0ct  határátmenetben a fehérzajt 

adja vissza; ha figyelembe vesszük, hogy az (1-39) összefüggés értelmében a teljesítmény-

sűrűség-spektrum az autokorreláció-függvény Fourier-transzformáltja, láthatjuk, hogy a 

fönt definiált színes zaj lorentzi zaj cf  /10  fölső határfrekvenciával. 

Ezzel a lorentzi zajtípussal Gammaitoni és kollégái analóg szimuláció, Hänggi és má-

sok pedig elméleti perturbációszámítás útján vizsgálták a kettős potenciálvölgybeli szto-

chasztikus rezonancia lefolyását. Azt tapasztalták, hogy a növekvő korrelációs idő (azaz 

csökkenő fölső határfrekvencia, egyre ,,színesebb” zaj) elnyomja a jel-zaj viszonyban ta-

pasztalható rezonanciajelleget, és nagyobb korrelációs időkre a jel-zaj viszony maximumá-

nak értéke csökkent, a maximum helye pedig nagyobb zajintenzitások irányába tolódott. 

Bebizonyosodott tehát, hogy ebben a rendszerben legalábbis a színes zajok határozottan 

destruktív hatással vannak a sztochasztikus rezonancia paramétereire. 

(ii) Neuronmodellek. A fönti eredmények nem tántorították el a kutatókat attól, hogy más 

rendszerekben vizsgálatokat végezzenek színes zajú gerjesztésekkel. 1998-ban Nozaki és 

Yamamoto a színes zajok szerepét az úgynevezett FitzHugh–Nagumo-neuronmodellben 

tanulmányozták, melynek dinamikáját az alábbi egyenletrendszer adja meg: 

 )()()1)(( ttSAwvavvv  , (4-25) 

 bww  , (4-26) 

ahol v  a neuron membránfeszültségét reprezentáló ,,gyors” változó, w  egy ,,lassú” regene-

rációs változó, A  az ingerküszöböt beállító konstans bemenet, )(tS  a bemenőjel, )(t  
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pedig f/1  típusú, Gauss-eloszlású színes zaj;  , a , és b  rögzített paraméterek. A vizs-

gálat módszere numerikus szimuláció volt; az )(tS  bemenőjelet egy nulla várható értékű, 

küszöbalatti aperiodikus gerjesztés képviselte, a rendszerben bekövetkező sztochasztikus 

rezonanciát pedig a bemenőjelnek és a neuron tüzelési rátájának normált keresztkorrelációs 

együtthatójával írták le:  

 

 22 )()()(

)()(

tFtFtS

tFtS
C



 , (4-27) 

ahol )(tF  a neuron átlagos tüzelési rátáját jelöli, ...  pedig az időátlag. Meghatározták ezt 

a normált keresztkorrelációs együtthatót a zajszórás függvényében különböző   spektrális 

kitevőjű f/1  típusú színes zajokra, és azt a meglepő eredményt kapták, hogy bár a ke-

resztkorrelációs együttható értéke csökken a spektrális kitevő növelésével, létezik olyan 

spektrális kitevő, amelynél a sztochasztikus rezonancia ,,hamarabb” bekövetkezik (azaz a 

keresztkorrelációs együttható maximumának eléréséhez szükséges zajszórás kisebb), mint 

fehérzaj esetén, azaz a színes zajok bizonyos értelemben optimalizálhatják a sztochasztikus 

rezonanciát. A legerősebb volt ez az effektus a sok szempontból kitüntetett szerepű f/1 -

zajra. Ugyanebben a cikkben közöltek egy hasonló, csak numerikus szimulációk helyett 

elméleti megfontolásokon alapuló vizsgálatot szintmetszésdetektorra is, ott ez az optimali-

záló hatás nem jelentkezett. Ebből az látszott, hogy az optimalizálás nem a zaj inherens 

tulajdonsága, hanem a zaj és a rendszer dinamikájának kölcsönhatásából ered. 

A numerikus szimulációk újszerű eredményein fölbuzdulva Nozaki és társai egy valós 

neuron in vitro vizsgálatát is elvégezték. Patkányok hátsó lábának bőréből kipreparált ideg-

sejteket gerjesztettek ingerküszöb alatti szinuszos elektromos jellel, amelyhez különböző 

spektrális kitevőjű f/1  típusú színes zajokat adtak, és rögzítették a válaszként érkező 

akciós potenciált. Az ennek spektrumából számolt jel-zaj viszony azonban nem erősítette 

meg a korábbi eredményeket: a jel-zaj viszony maximuma csökkent, a maximum elérésé-

hez szükséges zajszórás pedig nőtt a spektrális kitevő növelésével, semmiféle optimalizálás 

nem volt kimutatható. A két eredmény közti ellentmondás föloldására elvégezték a 

FitzHugh–Nagumo-neuronmodell ,,lineáris válasz”-közelítésen alapuló elméleti vizsgálatát, 

és azt kapták, hogy az optimalizálás lehetősége a zaj sávszélességétől is függ: míg kis sáv-

szélességeknél nem tapasztalható, a sávszélesség növelésével megjelenik, és egyre markán-

sabbá válik. 

Figyelembe véve, hogy a sztochasztikus rezonancia legfontosabb alkalmazási területe a 

biológiai rendszerekkel kapcsolatos (például küszöbalatti jelek detektálásának magyaráza-

ta), a fönti kísérletek az optimalizáció lehetőségének fölvillantásával aláhúzták a színes zajú 

gerjesztések vizsgálatának fontosságát. 

(d) Jel-zaj viszony erősítés lehetőségei a sztochasztikus rezonanciában. Láttuk, hogy 

sztochasztikus rezonanciáról akkor beszélünk, ha a jel minőségét jellemző paraméter (pél-

dául a jel-zaj viszony) a rendszer kimenetén jobb bizonyos mennyiségű zaj jelenlétében, 

mint a zajmentes esetben. Korán fölmerült azonban a kérdés, hogy eredményezheti-e a 
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sztochasztikus rezonancia azt is, hogy a kimenőjel minősége javul a bemenethez képest. 

Mivel a legelterjedtebb paraméter a jel zajtartalmának jellemzésére a jel-zaj viszony, ezért a 

továbbiakban ezt a lehetőséget jel-zaj viszony erősítésnek fogom nevezni; az jel-zaj viszony 

erősítés gyakorlatilag azt jelenti, hogy a jel-zaj viszony nagyobb a kimeneten, mint a beme-

neten. 

(i) Az első próbálkozások. Az első jel-zaj viszony erősítést célzó kísérleteknek nem sikerült 

jeljavítási effektust kimutatniuk. Először Gong és Hu 1992-es analóg szimulációja látszott 

áttörést hozni: ők a kettős potenciálvölgyben, szinuszos gerjesztésre vizsgálták a sztochasz-

tikus rezonanciát, és 1 fölötti jel-zaj viszony erősítést sikerült kimutatniuk. Hamarosan 

kiderült azonban, hogy nem alkalmaztak mintavételi szűrőt; miután mintavételi szűrő beik-

tatásával megismételték a méréseket, a jel-zaj viszony erősítés értéke 1 alá csökkent. 

 

 

 

4-9. ábra Az aliasing következményeképp föllépő jel-zaj viszony erősítés 

 

Az artefaktum magyarázatát a 4-9. ábrán láthatjuk. A fehérzaj nagy sávszélessége miatt 

mintavételi szűrő hiányában mind a bemeneten, mind a kimeneten föllép az aliasing jelen-

sége: a mintavételi frekvencia felénél nagyobb frekvenciához tartozó komponensek alacso-

nyabb frekvenciákra transzformálódnak, így megemelik a jelcsúcs körüli zaj szintjét, le-

rontva a jel-zaj viszonyt. A kettős potenciálvölgy dinamikája azonban aluláteresztő 

szűrőhöz hasonlatosan működik, és a magas frekvenciájú komponenseket erősen gyengíti, 

ezért a kimeneten az aliasing nem okoz akkora csökkenést a jel-zaj viszonyban, mint a 

bemeneten, így összességében jel-zaj viszony erősítéshez vezethet. 

(ii) A ,,lineáris válasz”-elmélet idevágó következménye. Akadtak, akik a ,,lineáris válasz”-

elmélet szemszögéből vizsgálták a jel-zaj viszony erősítés elérésére irányuló kísérletek 

kudarcát. Az a használt közelítéstől függetlenül igaz, hogy egy )()cos(0 ttA   bemenet-

re a jel-zaj viszony a (4-19) definíció szerint a következőképpen írható föl:  

 
)(

2
0

be



A

R , (4-28) 

ahol )(  jelöli )(t  teljesítménysűrűség-spektrumát. Ha a ,,lineáris válasz”-elmélet sze-

rint vizsgáljuk a kimeneti jel-zaj viszonyt, arra a következő adódik:  
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)()()(

)(

2

22
0

ki





Q

A
R , (4-29) 

ahol )(  a rendszer általánosított szuszceptibilitása (lásd a 4-21 és 4-22 összefüggéseket), 

)(Q  pedig a rendszer nemlineáris voltából adódó teljesítménysűrűségspektrum-járulék, 

azaz a kimenet teljesítménysűrűség-spektruma abban az esetben, amikor nincs jel a beme-

neten, és a )(t  zajban az   körfrekvenciához tartozó komponens 0. Lineáris rendszerben 

)(Q  értelemszerűen 0. A föntiekből a jel-zaj viszony erősítés egyszerűen adódik:  

 1
)()()(

)()(
:

2

2

be

ki 





QR

R
G . (4-30) 

A ,,lineáris válasz”-elmélet szerint tehát a jel-zaj viszony erősítés értéke sosem haladhatja 

meg az 1-et, és 1 is csak abban az esetben lehet, ha a rendszer lineáris. Ezt szemléletesen 

úgy magyarázhatjuk, hogy ,,lineáris válasz”-közelítésben a jel és a jel frekvenciája körüli 

szűk tartományba eső zajkomponensek ugyanúgy skálázódnak a kimeneten, így nem lehet-

séges jel-zaj viszony javulás. Ebből következően jel-zaj viszony erősítést csak olyan kö-

rülmények között lehet találni, ahol a ,,lineáris válasz”-elmélet nem érvényes, azaz az erő-

sen nemlineáris tartományban, például küszöbhöz közeli jelek esetén. 

(iii) Nemdinamikai rendszerek. A ,,lineáris válasz”-elmélet fönn taglalt következménye 

tehát kijelölte a vizsgálatok számára a követendő utat. A tapasztalatokat és a kilátásokat 

először Kiss (ma Kish) László Béla összegezte, és ezek alapján számottevő (akár 410  

nagyságrendű) jel-zaj viszony erősítést mutatott ki egy szintmetszésdetektorban. A Kiss 

által vizsgált szintmetszésdetektor egy egyszerű nemdinamikai rendszer, amely állandó 

szélességű és amplitúdójú impulzust bocsájt ki a kimenetén, valahányszor a bemenet meg-

haladja a detektorra jellemző küszöbszintet. Bemenetként Kiss egy küszöbhöz közeli ampli-

túdójú aperiodikus impulzussorozatot használt, azzal az indoklással, hogy az általában 

föltételezett stacionárius szinuszos jelek nem alkalmasak dinamikus információ átvitelére, 

míg a szélessávú impulzussorozat jól modellezi a valós fizikai, biológiai és egyéb rendsze-

rekben megjelenő jeleket, így az eredmények relevánsak lehetnek a valós alkalmazhatóság 

szempontjából. Mivel a jel aperiodikus volt, és az elrendezés a nemlineáris jelátviteli tarto-

mányt célozta meg, a kimeneti háttérzaj meghatározásához nem volt alkalmazható az a 

módszer, amely egyszerűen a jelmentes esetben mért kimenetet tekinti zajnak; a jel és a zaj 

szétválasztására Kiss egy keresztteljesítménysűrűség-spektrumon alapuló módszert használt 

tehát. A kimenet teljes )(telj
ki fS  spektrumából azt tekintette jelnek, ami a bemenőjellel (a 

kereszteljesítménysűrűség-spektrumban megjelenő) korrelációt mutatott:  
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fS  , (4-31) 
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ahol )(beki, fS  a teljes kimenet és a bemenőjel keresztteljesítménysűrűség-spektrumát, 

)(jel
be fS pedig a bemenőjel teljesítménysűrűség-spektrumát jelöli. A kimeneti zajkompo-

nens, mivel az a jeltől független, egyszerűen adódik:  

 )()()(
jel
ki

telj
ki

zaj
ki fSfSfS  . (4-32) 

A jel és zaj ilyetén szétválasztása után a jel-zaj viszony immár korrektül meghatározható; a 

bemeneten a szétválasztás nem okoz problémát, így a jel-zaj viszony erősítést is ki lehet 

számolni. Utóbbi a vizsgálatokból 1-nél jóval nagyobbnak adódott, a bemenő impulzusso-

rozat átlagos ismétlési rátájától függően: alacsony rátáknál ( 510  Hz) a 410  értéket is 

meghaladta, míg 100 Hz fölött lement 1 alá. 

Kiss áttörésnek nevezhető eredménye nagy visszhangot keltett, és a figyelmet a szto-

chasztikus rezonanciával elérhető jeljavításra irányította. Kezdetben sokan érveltek úgy, 

hogy a jel-zaj viszony erősítés csak a jel-zaj viszony ,,új definíciójának” volt köszönhető, és 

nem egy valós effektusnak. Az ehhez hasonló vádakat kivédendő Lőrincz és társai megis-

mételték Kiss vizsgálatait, csak ez alkalommal periodikus impulzussorozatokat használtak, 

amelyekre a jel-zaj viszony (4-19) szerinti hagyományos definíciója is alkalmazható volt. 

Eredményeik, amelyeket numerikus és analóg szimuláció együttes alkalmazásával nyertek, 

cáfolták a Kiss közleményével szembeni ellenérveket: a periodikus impulzussorozatra a jel-

zaj viszony klasszikus definíciójával is 410  nagyságrendű jel-zaj viszony erősítés volt 

elérhető, amely az impulzusok ismétlési rátájának emelésével – csakúgy, mint arról Kiss 

korábban beszámolt – csökkent. 

Más oldalról emelt kifogást Kiss eredményeivel kapcsolatban Chapeau-Blondeau: szerin-

te a jel-zaj viszony javulásban közrejátszhatott az is, hogy a kimeneti impulzusok szélessé-

ge rögzített volt, ráadásul megegyezett a bemeneti impulzusszélességgel, így a kimenetre a 

priori módon kényszeríttettek rá a koherens bemenet tulajdonságai. Ő analitikus eredmé-

nyeket közölt különböző szintmetszésdetektorokról (amelyeket ő statikus 

nemlinearitásoknak nevezett), amelyek abban különböztek a Kiss-féle 

szintmetszésdetektoroktól, hogy a kimeneti impulzusok szélessége nem volt rögzített, ha-

nem attól függött, mennyi ideig van alatta vagy fölötte az adott köszöbszintnek a bemenet. 

Bár a Chapeau-Blondeau által bemutatott jel-zaj viszony erősítések nem érték el a 410  

nagyságrendet, csupán – a bemenőjel amplitúdójától és egyéb paraméterektől függően – a 

száz alatti értékektől egészen ezerig terjedtek, bebizonyosodott, hogy a sztochasztikus re-

zonancia által kiváltott jeljavulás nem csupán a rögzített impulzusszélességnek köszönhető. 

Az eddig főként monostabil rendszerekre irányuló vizsgálatokat Gingl és társai a már em-

lített Schmitt-triggerben mint bistabil rendszerben végzett numerikus szimulációkkal egé-

szítették ki. Eredményeikből kitűnt, hogy a Schmitt-triggerben is vezethet jeljavításhoz a 

sztochasztikus rezonancia: egy periodikus impulzussorozat mint bemenőjel esetére a jel-zaj 

viszony erősítés értéke 210  nagyságrendűnek adódott. A vizsgálat arra is kitért, hogy ho-

gyan befolyásolja a bemenőjel impulzusszélessége a jel-zaj viszony erősítés értékét, és 

megmutatta, hogy a vizsgált tartományban a keskenyebb impulzusok erőteljesebb jeljavu-

lást eredményeztek. 
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(iv) Dinamikai rendszerek. A fönt tárgyalt vizsgálatok mind nemdinamikai rendszerekben 

mutattak ki sztochasztikus rezonancia által kiváltott jeljavulást; az egyetlen olyan kísérlet-

ben, amelyik dinamikai rendszert célzott meg, a jel-zaj viszony erősítés artefaktumnak 

bizonyult. Joggal merült föl tehát a kérdés, hogy lehetséges-e egyáltalán sztochasztikus 

rezonancia általi jeljavítás dinamikai rendszerekben. E kérdés megválaszolását tűzték ki 

célul Hänggi és kollégái, amikor az őstípusként szolgáló modellben, a kettős potenciál-

völgyben szinuszos gerjesztés mellett bekövetkező sztochasztikus rezonancia jel-zaj vi-

szony javítási lehetőségeit vizsgálták. Analitikus úton kapott formuláikkal föltérképezték a 

jel-zaj viszony erősítés értékét különböző bemenőjel-amplitúdók mellett, és azt kapták, 

hogy 1 fölötti jel-zaj viszony erősítés csak jóval a küszöb fölötti amplitúdók esetén érhető 

el. Megvizsgálták a lorentzi színes zajok szerepét is, és megmutatták, hogy a fölső határ-

frekvencia csökkentésével (az ideális fehérzajtól való távolodással) az elérhető jel-zaj vi-

szony erősítés csökken. 

Egy másik dinamikai rendszert vizsgáltak Liu és kollégái: a Hodgkin–Huxley-

neuronmodellben végeztek numerikus szimulációkat. Eredményeik szerint mind szinuszos, 

mind impulzusszerű jelekre lehetséges 1 fölötti (2 körüli) jel-zaj viszony erősítés; ez az 

erősítés a zaj fölső határfrekvenciájának csökkentésével, csakúgy, mint azt az előzőekben 

más rendszerekben kimutatták, csökken. Bebizonyosodott tehát, hogy dinamikai rendsze-

rekben is lehetséges, ha csekély mértékben is, sztochasztikus rezonancia által előidézett 

jeljavulás. 

(v) Alkalmazási lehetőségek. Mint minden tudományos kutatás esetében, a sztochasztikus 

rezonancia általi jeljavítás vizsgálatánál is fölmerül a kérdés: van-e lehetőség a kutatási 

eredmények gyakorlati alkalmazására, és ha igen, milyen területen? Azt már láttuk, hogy a 

sztochasztikus rezonanciával némileg rokon dithering technikai alkalmazásai mindenna-

posnak mondhatók. Ha viszont magának a sztochasztikus rezonanciának a technikai alkal-

mazásaira vonatkoztatjuk a kérdést, csak igen pesszimista választ adhatunk. Nem valószínű, 

hogy sztochasztikus rezonanciát hasznosító eszközök valaha is szűrőket váltanának ki pél-

dául, hiszen utóbbiakkal sokkal jelentősebb jel-zaj viszony erősítés érhető el, legtöbbször 

sokkal egyszerűbb műszaki megoldásokkal. 

Az előző pontokon végigtekintve láthatjuk azonban, hogy fölmerül annak a gondolata, 

hogy biológiai rendszerekben gyakran a külső-belső környezetben óhatatlanul jelen lévő 

zajhasznosítása jelenti az adott körülmények között a leghatékonyabb megoldást a rendszer 

szabályzási folyamatainak az optimalizálására. Így tehát a sztochasztikus rezonancia általi 

jeljavítás fő alkalmazási területe egyes biológiai folyamatok magyarázata lehet. 
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5. Az emberi szív- és érrendszerbeli fluktuációk vizsgálata 

5.1 Élettani alapok 

 

(a) A szívfrekvencia szabályzása. 

(b) Szimpatikus és paraszimpatikus hatások. 

(c) A baroreflex mechanizmusok. 

 

Még a teljesen mindennapos emberi tevékenység során is a vérnyomást igen nagy mérték-

ben befolyásolhatják külső hatások: gondoljunk például arra, amikor fekvő helyzetből fölál-

lunk. Mindenféle kompenzáció nélkül ezek a vérnyomás-ingadozások akkorák lehetnének, 

hogy a keringésben komoly zavarok állhatnának be. Ezen fölül az anyagcsere üteme is 

változhat: nagyobb fizikai igénybevétel esetén megnövekszik a sejtek tápanyag- és oxigén-

igénye. Mindezen változásokhoz a keringésnek folyamatosan alkalmazkodnia kell, amiről a 

vegetatív (más néven autonóm) idegrendszer szabályozó mechanizmusai gondoskodnak. 

(a) A szívfrekvencia szabályzása. A vegetatív idegrendszer két, egymással ellentétes hatá-

sokat kiváltó, azaz egymással úgymond reciprok kapcsolatban álló divízióra osztható: a 

szimpatikus és a paraszimpatikus idegrendszerre. Leegyszerűsítve azt mondhatjuk, hogy a 

szimpatikus idegrendszer készenléti, riasztási funkciókat lát el, és főként stresszhelyzetben 

aktiválódik, míg a paraszimpatikus idegrendszer ennek ellensúlyát képezi, és a nyugalmi 

állapotba való visszatérítést szolgálja. 

(b) Szimpatikus és paraszimpatikus hatások. A szinuszcsomó mindenfajta beidegzés 

nélkül képes ellátni ritmusgeneráló funkcióját; az idegi szabályozás hiányában megvalósu-

ló, úgynevezett endogén frekvenciája 100/perc körüli érték. Ezt a frekvenciát módosítják a 

vegetatív hatások: a szimpatikus idegrendszer a szinuszcsomó ingerképző frekvenciáját 

növeli (pozitív kronotróp hatás), míg a paraszimpatikus idegrendszer ezt a frekvenciát 

csökkenti (negatív kronotróp hatás). Ha a szinuszcsomó endogén frekvenciáját összevetjük 

az átlagos emberi pulzusszám 60-80/perc körüli értékével, láthatjuk, hogy a szív működése 

folyamatos vegetatív szabályozás alatt áll, amelyen belül nyugalomban a paraszimpatikus 

hatás a domináns. 

(c) A baroreflex mechanizmusok. Az emberi vérnyomás közel állandó szinten tartásáról 

visszacsatolt szabályozó mechanizmusok, a baroreflexek gondoskodnak. A vérnyomás 

rövidtávú (,,pulzusonkénti”) szabályozásáért az artériás baroreflex felel, míg a hosszútávú 

szabályozás a kardiopulmonális baroreflex feladata. Előbbinek fontos összetevői a carotis 

sinusban (a nyaki verőér egy kiöblösödésében), illetve az aortaívben elhelyezkedő 

baroreceptorok, amelyek az artériák falának nyúlását érzékelik. Amikor az erekben emel-

kedik a nyomás, a baroreceptorok aktivitása növekszik, erre válaszként a szívet érő para-

szimpatikus hatás fokozódik, és a szívfrekvencia csökken. A nyomás csökkenésekor az 

arteriális baroreceptorok idegi aktivitása csökken, a paraszimpatikus dominancia enyhül, 

így a szívfrekvencia megnő. A szívfrekvencia csökkenése értelemszerűen a vérnyomás 

csökkenését vonja maga után, és vice versa, ily módon az arteriális baroreflex mechaniz-

mus képes a vérnyomás rövidtávú ingadozásait ellensúlyozni. A hosszútávú szabályzásért 

felelős kardiopulmonális baroreflex az alacsony nyomású rendszerben elhelyezkedő 

baroreceptorok ingerületén alapszik. Ezek a receptorok a vérkeringési rendszer teltségi 
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állapotát jelzik; a belőlük kiinduló reflexek hormonális hatások útján, a vese vízvisszaszí-

vásán keresztül szabályozzák a keringési rendszerben jelen lévő folyadékmennyiséget, 

ezáltal a vérnyomást. 

A föntiek megvilágítják annak a mindennapi tapasztalatnak a hátterét, hogy a keringés 

paraméterei (a vérnyomás, a pulzusszám) állandóan ingadoznak. Ingadozásuk mértéke és 

módja, a különböző mennyiségek fluktuációinak összefüggései értékes információkkal 

szolgálnak a keringést szabályozó hatások természetéről. 

 

5.2 Neurokardiológiai jelek mérése 

 

(a) Az elektrokardiogram (EKG). 

(b) Vérnyomásmérés 

 

(a) Az elektrokardiogram (EKG). Az elektrokardiogram egy rendkívül fontos diagnoszti-

kai eszköz a szívműködés vizsgálatában. Az EKG segítségével a szívciklus fázisai, a szív-

működés esetleges rendellenességei jól nyomon követhetők. 

(i) Az ingerület mint elektromos jelenség. A neurológiai folyamatok hátterében lévő rendkí-

vül összetett jelenségeket a végletekig leegyszerűsítve azt mondhatjuk, hogy az ingerület 

kialakulása és terjedése elektromos potenciálkülönbségekkel írható le, mely potenciálkü-

lönbségeket különböző ionpumpák állítanak be, és amelyek megváltozása specifikus ion-

csatornák megnyílására, illetve bezárására vezethető vissza. A szervezet minden sejtjére 

alaphelyzetben egy negatív potenciálkülönbség, az úgynevezett nyugalmi potenciál jellem-

ző, ami azt tükrözi, hogy a sejt belseje a sejten kívüli térhez képest negatív a pozitív ionok 

alacsonyabb koncentrációja miatt. Ez a potenciál az idegsejtekben és izomsejteken képes 

megváltozni, jellemzően inger hatására; az ideg- és izomrostokon kialakuló, tovaterjedő 

membránpotenciál-változást nevezzük akciós potenciálnak. Az akciós potenciál során 

egyes ioncsatornák megnyílása azt eredményezi, hogy a sejt belseje elveszti negatív töltését 

(ezt nevezzük depolarizációnak); az akciós potenciál végén a sejtbelső negatív töltése kezd 

visszaállni, ez utóbbi jelenséget repolarizációnak nevezzük. 

(ii) Az elektrokardiográfia elve. A föntiekben láttuk, hogy általában az idegélettani jelensé-

gek, így a szív ritmikus összehúzódása is, elektromos feszültségváltozásokkal járnak 

együtt. Az elektrokardiográfia elve azon alapul, hogy a szívben lezajló feszültségváltozások 

tovaterjednek, megjelennek a bőrfelületen is, ahonnan megfelelő elektródokkal elvezethe-

tők, majd megfelelő erősítés után regisztrálhatók. Az elvet Willem Einthoven holland fizio-

lógus fedezte föl a 20. század elején; az ő tiszteletére az elektródák elrendezését Einthoven-

féle elvezetéseknek nevezik. Az Einthoven-féle elrendezésben a három mérési pont úgy 

veszi körül a szívet, hogy azok megközelítőleg egy egyenlő szárú háromszöget formázza-

nak. Az I. elvezetésben a jobb és a bal kéz, a II. elvezetésben a jobb kéz és a bal láb, a III. 

elvezetésben pedig a bal kéz és a bal láb közötti feszültséget mérjük, oly módon, hogy 

mindig az utóbbi elektróda csatlakozik az erősítő pozitív bemenetéhez (lásd 5-1. ábra). 

Elvileg egyetlen elvezetés is elegendő lenne a szívműködés megfigyeléséhez, több elveze-

tés együttes monitorozásával azonban a szív tengelyállása is megállapítható, illetve a szív-

izom helyi vérellátási zavarai is diagnosztizálhatók. 
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Az elektródák elrendezésének köszönhetően a depolarizáció pozitív feszültségként jelenik 

meg, mert az erősítő pozitív bemenetéhez csatlakozó elektródák közelebb vannak a szívben 

kialakuló erőtér pozitív pólusához. Azt, hogy a repolarizáció hogyan tükröződik az elektro-

kardiogramon, terjedésének iránya határozza meg. Ha a repolarizáció terjedésének iránya 

megegyezik a depolarizációéval, az EKG-készülék negatív feszültséget mér: amikor az első 

elektróda alatti membránterület már repolarizálódott, tehát a fölszínen ismét pozitív töltések 

jelennek meg, a második elektróda alatti terület pedig még nem repolarizálódott, azaz a 

fölszínen még negatív töltéstöbblet van, a regisztrált feszültség negatív. E negatív feszült-

ség akkor éri el maximumát, amikor a sejtfölszín felerészben repolarizálódott; amikor a 

repolarizáció a teljes felületre kiterjedt, azaz a nyugalmi potenciál visszaállt, a feszültség 0. 

Abban az esetben, amikor a repolarizációs hullám terjedési iránya ellentétes a depolarizáci-

óéval, a feszültség a repolarizáció alatt pozitív előjelű (lásd 5-1. ábra). 

   

           a)                          b) 

5-1. ábra Az elektrokardiogram. Forrás: [17] 

a) Az Einthoven-féle elvezetések polaritásának vázlata, b) Az EKG előjele a depolarizációs 

és repolarizációs viszonyok tükrében 

(iii) Az elektrokardiogram szakaszai. Az elektrokardiogram egy periódusának jellegzetes 

jelalakja az 5.2 ábrán látható. Megegyezés alapján az elektrokardiogramon a pozitív irányú 

kitéréseket ábrázoljuk fölfelé. Az EKG-görbén jellegzetes csúcsokat, illetve völgyeket 

figyelhetünk meg, ezek elnevezése rendre P-, Q-, R-, S-, T-hullám. A különböző hullámok, 

illetve hullámcsoportok az alábbi kapcsolatban állnak a szívciklus fázisaival:  

• P-hullám: a pitvarizomzat depolarizációjának felel meg. A P-hullám vége jelzi, 

hogy minden pitvari izomsejt depolarizálódott, és megkezdődik a pitvar összehúzó-

dása.  

• PQ-szakasz: ekkor a depolarizáció a pitvaroktól az atrioventrikuláris csomón, a 

His-kötegen, a Tawara-száron és a Purkinje-rostokon halad a kamrák felé. A PQ-



 IV. Zajok és fluktuációk fizikai és biológiai rendszerekben 59 

szakasz izoelektromos szakasz, azaz potenciálkülönbség ez idő alatt nem mutatko-

zik.  

• QRS-komplexum: a kamraizomzat depolarizációját tükrözi. Amplitúdója a kamra-

izomzat jelentős tömege miatt nagyobb a többi hullám amplitúdójánál.  

• ST-szakasz: a kamrai akciós potenciál platójával esik egybe. Ekkor a kamra fölszí-

nét egyöntetűen pozitív töltések borítják, ezért az ST-szakasz izoelektromos.  

• T-hullám: a kamra repolarizációjának a jele. Mivel a repolarizáció terjedési iránya 

a depolarizáció irányával ellentétes, a T-hullám pozitív. 

 

5-2. ábra Az EKG-görbe hullámai és szakaszai. Forrás: [17] 

(iv) Az RR-intervallum. Az EKG-görbe kétségkívül legmarkánsabb eleme a kamrai sziszto-

léhoz köthető R-hullám; mivel viszonylag könnyen detektálható, célszerű a szívütések 

időpontját az R-hullámhoz kapcsolni. Az elektrokardiogramból kiolvasható legfontosabb 

mérőszám az RR-intervallum, amely két szomszédos R-hullám távolsága (lásd az 5-2. áb-

rát). Az RR-intervallum a két egymást követő szívütés között eltelt időt adja meg; 

reciproka, a szívfrekvencia, értelemszerűen a pulzusszámmal áll kapcsolatban. 

Az RR-intervallum szívütésről-szívütésre regisztrálható: minden R-hullám időpontjához 

hozzárendeljük a megelőző R-hullámtól eltelt időt. Az így kapott adatsor természetesen 

változik az időben, hiszen a szívfrekvenciát a vegetatív idegrendszer szabályozza. Az RR-

intervallumok fluktuációi ily módon a vegetatív szabályzás működéséről hordoznak fontos 

információt. 

(v) Az EKG méréstechnikája. Az EKG az egyik legalapvetőbb és egyszerűen mérhető jel. A 

jel mV nagyságrendű, ami elég nagy például az EEG-jelekhez viszonyítva. A mérést főleg 

az nehezíti, hogy a pácienst galvanikusan el kell választani a mérőelektronikától és a háló-

zati zavarjelek 50 Hz-en és a felharmonikusoknál is problémát okoznak, hiszen beleesnek a 

mérendő frekvenciatartományba (kb. 0,1 Hz–200 Hz). 

Az EKG mérése a mV nagyságrend és a zavarjelek csökkentése miatt differenciálerősí-

tőkkel történik. 

Az előerősítő fokozat után felül- és aluláteresztő szűrőkkel választjuk ki a szükséges 

frekvenciatartományt és mintavételi (anti-aliasing) szűrő szükséges a digitalizálás elvégzé-

séhez. 
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5-3. ábra Az elektrokardiogram digitális mérésének blokkvázlata 

A digitális EKG mérés során alkalmazott felbontás legalább 12 bit, a mintavételi frekven-

cia 500 Hz–1000 Hz között szokott lenni. 

(b) Vérnyomásmérés 

(i) Hagyományos módszer. A leggyakoribb noninvazív (azaz műtéti beavatkozást nem 

igénylő) vérnyomásmérési módszer a hallgatózásos technika. Ennek során a felkarra fölfúj-

ható mandzsettát helyeznek, amelyet annyira fölpumpálnak, hogy teljesen elszorítsa az 

artériát és így ideiglenesen megállítsa ott a véráramlást. Miközben fokozatosan csökkentik 

a mandzsettában a nyomást, a karra helyezett sztetoszkóppal vagy mikrofonnal hallgatják a 

véráramlás által kiváltott hangokat. Amikor a mandzsettabeli nyomás a szisztolés nyomás 

alá csökken, megnyílik az artéria, és egy turbulens áramlás indul meg, amely jól érzékelhe-

tő hanggal (az úgynevezett Korotkoff-hangok) jár együtt. Amikor a mandzsettában a nyo-

más a diasztolés nyomás alá csökken, az áramlás akadálytalanná válik, és a turbulencia 

okozta hang elhallgat. Ily módon a Korotkoff-hangok időtartama alatt a mandzsettában 

mért nyomásmaximum a szisztolés nyomással, a nyomásminimum a diasztolés nyomással 

egyezik meg. 

(ii) A Peňaz-elv. Ez az eljárás értelemszerűen egy adott időpontbeli minimum- és maxi-

mumértékekről tud számot adni, nem alkalmas viszont a folytonos vérnyomásjel megfigye-

lésére és rögzítésére. A szív- és érrendszer noninvazív vizsgálatában áttörést hozó Peňaz-

féle vérnyomásmérési elv alapján azonban ezek a feladatok is elláthatók. Az elv lényege, 

hogy pl az ujjra helyezett mandzsettában mért infravörös transzmisszió az ottani aktuális 

vértérfogattal arányos, a vértérfogat változása viszont az artériás vérnyomás emelkedéseit 

követi. A vértérfogat változásaival szemben az érfal ellenállást fejt ki; ez az ellenállás nő az 

érfal külső és belső oldala közti nyomáskülönbség (az úgynevezett transzmurális nyomás) 

emelkedésével, tehát akkor mérhetünk a vértérfogatingadozásokban maximális amplitúdót, 

ha a mandzsettában lévő nyomást addig növeljük, hogy a transzmurális nyomás megszűn-

jék, ekkor a legrelaxáltabb ugyanis az artériafal. A továbbiakban a Peňaz-elven működő 

készülék – visszacsatolt üzemmódjában – úgy szabályozza a mandzsettában uralkodó nyo-

mást, hogy a vértérfogat állandó szinten legyen. Ehhez értelemszerűen a szisztolé alatt 

nagyobb, a diasztolé alatt pedig kisebb nyomás szükséges, tehát a mandzsettában uralkodó 

nyomás kis késéssel mindig pontosan követi a vérnyomás változásait. A mandzsettában 

uralkodó nyomás a mai szenzortechnikával elektromos jellé alakítható, ezáltal folyamato-

san mérni, digitalizálás után pedig rögzíteni lehet, így lehetőség nyílik a vérnyomásjel valós 

idejű, folyamatos regisztrálására. 

(c) A légzésjel fölvétele. Ha ismerni akarjuk a be- és kilégzett levegő térfogatát az idő 

függvényében, az úgynevezett spirométert szokás használni. Ennek elve az, hogy az alany 
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egy csövön keresztül lélegzik, amely egy szabadon elmozduló elemmel határolt zárt légtér-

ben végződik (például egy folyadékba szájával lefelé merülő, levegővel teli üveghenger). A 

határolóelem a ki- és belégzéssel összhangban mozdul el föl vagy le, elmozdulása a ki- és 

belégzett levegő térfogatával arányos, így a légzésjel kalibrálható, és a légzési térfogat 

regisztrálható az idő függvényében. Ez elrendezés kiegészíthető gázelemző készülékekkel, 

amelyek meghatározzák a ki- és belélegzett levegő összetételét. Ha csak a légzés 

ritmicitására, frekvenciatartománybeli paramétereire vagyunk kíváncsiak, egy egyszerűbb 

és kevésbé körülményesen használható készülékkel, a pneumoövvel is célt érhetünk. Ez egy 

rugalmas, zárt gumicső, amelyhez egy nyomásérzékelő csatlakozik. A gumicsövet a szoro-

san vizsgálati alany derekára szíjazzák, így a gumicső a légzés során a hasfal mozgásával 

egy ütemben nyúlik meg és húzódik össze. Az összehúzódás és kitágulás ritmusát a csőbeli 

nyomás változása hűen követi, így a nyomásmérő jelének rögzítésével a légzési ütem re-

gisztrálható. Mivel ennek a jelnek a konkrét értéke nem hordoz információt a ki- és belé-

legzett térfogatról, az így fölvett légzésjelet a továbbiakban kalibrálatlan légzésjelnek fog-

juk nevezni.  

 

5.3 A neurokardiológiai fluktuációk vizsgálati módszerei 

 

(a) EKG-paraméterek. 

(b) A neurokardiológiai fluktuációk spektrális elemzése. 

(c) Az EKG-, vérnyomás- és légzésijel-fluktuációk összefüggései. 

(d) Milyen információ nyerhető a neurokardiológiai fluktuációk elemzésével? 

 

(a) EKG-paraméterek. Mint már említettük, a szív- és érrendszer vizsgálatában kiemelke-

dően fontos szerepet játszó mérőszám az RR-intervallum. Az RR-intervallumok fluktuáció-

inak időtartománybeli jellemzésére az alább fölsorolt paraméterek terjedtek el. A jelölések-

ben   kivételesen a sokaságátlagot reprezentálja,   1

0





N

jjRR  az egymást követő RR-

intervallumok sorozata, N az összes regisztrált RR-intervallum száma.  

• Átlagos RR-intervallum:  
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RRRR . (5-1) 

• Az RR-intervallumok szórása (standard deviation of RR intervals):  

 
22

RRRRsdRR  . (5-2) 

• Az egymást követő RR-intervallumok különbségének szórása (standard deviation 

of successive differences): 

 
22)( RRRRsdSD  , (5-3) 
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ahol )20(: 1   Njjjj RRRRRR .  

• Az egymást követő RR-intervallumok különbségének effektív értéke (root mean 

square of successive differences): 

 
2)( RRrmsSD  . (5-4) 

• Azon RR-intervallumok százalékos aránya, amelyek hossza a szomszédos RR-

intervallum hosszától több mint 50 ms-mal eltér:  

 %100
1

: 



N

M
pNN50 , (5-5) 

ahol M jelöli azon RR-intervallumok számát, amelyek a szomszédos RR-intervallumtól 

több mint 50 ms-mal eltérnek.  

(b) A neurokardiológiai fluktuációk spektrális elemzése. Mint láthattuk, a szív működé-

se határozott ritmicitást mutat, a regisztrátumok spektrális analízise tehát mindenképpen 

indokolt, és sok értékes információval szolgálhat. A neurológiai kutatásokban, sőt, gyakran 

a diagnosztikában is, fontos szerepet játszanak az EKG-, vérnyomás- és légzési jelek alap-

ján számolt spektrumok. 

(i) EKG. Az elektrokardiogram frekvenciatartománybeli analízisekor nem a teljes EKG-jel 

spektrumát szokás vizsgálni, hiszen ekkor elmosnánk a szívfrekvencia időbeli változásait 

(pont azt, amire kíváncsiak vagyunk), és csupán egy átlagos szívfrekvenciát kapnánk ered-

ményül. Sokkal informatívabb az EKG-jelből számolt RR-intervallumok sorozatának mint 

időfüggő adatsornak a spektrális analízise, ekkor ugyanis magának a vegetatív szabályzás-

nak, illetve a szívfrekvenciát befolyásoló egyéb paramétereknek (például a légzés) a ritmi-

kus komponenseit tudjuk azonosítani. Ennek alternatívájaként újabban az időfüggő spektrá-

lis analízis (a Wigner–Ville-disztribúció, illetve a rövid idejű FFT) merült föl, ezek azonban 

a mai számítógépes kapacitást is képesek jócskán lekötni, és lényegében ugyanazt az in-

formációt tudják nyújtani. Ez utóbbi állítás megindoklásához azt vegyük figyelembe, hogy 

az RR-adatsor nem más, mint az instant szívfrekvencia (az adott szívütéshez rendelt pilla-

natnyi szívfrekvencia) reciproka az idő függvényében, tehát egyfajta időfüggő frekvencia-

regisztrátum, amelynek spektrális analízisével a szívfrekvenciát befolyásoló hatások 

ritmicitását tudjuk földeríteni. 

Ennek illusztrálására szolgál a 5-4. ábra, amelyen egy úgynevezett vezényelt légzés köz-

ben fölvett RR-adatsort és annak spektrumát tüntettem föl. A vezényelt légzés során a vizs-

gálati alany légzésének üteme nem spontán, hanem a be- és kilégzés vagy metronómhoz, 

vagy a vizsgálatot végző személy vezényszavaihoz van kötve, így nagyjából állandó frek-

venciájú légzés tartható fönn. Az ábrán föltüntetett esetben a vezényelt légzés frekvenciája 

6/perc, azaz 0,1 Hz. Az ábrán látható, hogy az RR-intervallum, tehát a szívfrekvencia idő-

ben változó, és ez a változás periodikus, mégpedig épp a légzési frekvencia reciprokának 

megfelelő, azaz 10 másodperces periódusidővel. Az ábra jobb oldalán látható spektrum ezt 

megerősíti: a légzési frekvenciának megfelelő 0,1 Hz-es frekvencián igen markáns csúcsot 

figyelhetünk meg az RR-intervallum spektrumában, ami bizonyítja, hogy a légzés hatása 

megjelenik a szívfrekvenciában. 



 IV. Zajok és fluktuációk fizikai és biológiai rendszerekben 63 

 

5-4. ábra Vezényelt légzés során fölvett RR-regisztrátum és teljesítménysűrűség-spektruma 

Fontos megemlíteni itt egy – az RR-intervallumok spektrumával kapcsolatos – módszer-

tani problémát. Az RR-adatsor csak diszkrét időpillanatokban értelmezett, hiszen úgy kap-

tuk, hogy minden R-hullám bekövetkezésének idejéhez hozzárendeltük a megelőző R-

hullám óta eltelt időt; ráadásul ezek a diszkrét időpillanatok inherensen nem egyenközűek, 

hiszen az RR-intervallumok változnak, és bennünket éppen a változásuk üteme érdekel. A 

gyors Fourier-transzformáció viszont egyenközű mintavételezést föltételez és igényel. Ezt a 

problémát két úton lehet megkerülni. A leginkább elterjedt módszer az, amikor az RR-

adatsort állandó időközönként újramintavételezik, és az újramintavételezett időpontokban 

interpolációval határozzák meg a jel értékét. A másik, újabban egyre nagyobb publicitást 

kapó módszer a korábbiakban ismertetett Lomb-periodogram alkalmazása (lásd az 1-64 

formulát). 

Az első módszerrel szemben néha fölmerül az az ellenvetés, hogy artefaktumokat hoz lét-

re, hiszen az interpoláció úgymond ,,új szívütéseket” szúr be. Ezt az érvelést azonban elhá-

ríthatjuk azzal, hogy amint interpolálni kezdünk, az interpolált jel elveszti eredeti jelentését 

(a szívütések között eltelt idők a szívütések időpontjában) – hiszen ha megtartaná, az telje-

sen egyenletes, irreálisan szapora szívritmust sugallna –, és csupán egy segédeszközül szol-

gál a szívritmust szabályozó effektusok ritmicitásának földerítésére. Ez a segédjel, ha nö-

vekszik, az a paraszimpatikus hatás erősödését, ha csökken, a szimpatikus aktivitás 

fokozódását tükrözi. A Lomb-periodogrammal szemben hasonló kifogások nem jöhetnek 

szóba, ám ez a módszer még mindig kevésbé elterjedt, és egyes kutatások azt mutatják, 

hogy bizonyos esetekben artefaktumokhoz vezethet a spektrumban. 

(ii) A releváns spektrumtartományok. A neurokardiológiai szempontból fontos ritmikus 

komponensek főként a 0–0,5 Hz-es spektrumtartományban helyezkednek el. Ezt a spekt-

rumtartományt szokás az ott domináns hatások alapján további résztartományokra osztani 

az alábbiak szerint:  

• Nagyon alacsony frekvenciájú tartomány (0,003–0,05 Hz): ezt olyan hatásokkal 

hozzák kapcsolatba, mint a termoreguláció, vagy a plazmarenin-aktivitás változása.  

• Alacsony frekvenciájú tartomány (0,05–0,15 Hz): ennek a tartománynak a hátteré-

ben igen összetett folyamatok állnak, például a vérnyomás és a pulzus közötti 

baroreflexáttétel.  

• Magas frekvenciájú tartomány (0,15–0,5 Hz): ebben a tartományban döntően a lég-

zéssel kapcsolatos ritmikus komponensek jelennek meg.  
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A spektrumtartományokhoz skaláris mérőszámok is rendelhetők: kiszámítható a ,,teljes” 

(azaz a 0,5 Hz-ig terjedő) teljesítmény, illetve az alacsony- és magasfrekvenciás teljesít-

mény mint a teljesítménysűrűség-spektrum megfelelő tartományokon vett határozott integ-

rálja. Abból a tényből kiindulva, hogy a szimpatikus idegrendszer nem képes gyors változá-

sok közvetítésére, a magasfrekvenciás teljesítményt a paraszimpatikus, az 

alacsonyfrekvenciás teljesítményt pedig a szimpatikus idegrendszerhez szokták társítani, a 

két teljesítmény hányadosát pedig a szimpatikus-paraszimpatikus egyensúly mérőszámának 

tekinteni. Ennek az álláspontnak a helyessége azonban vitatott, hiszen az, hogy a gyors 

válaszokat csak a paraszimpatikus divízió közvetítheti, nem jelenti azt, hogy a lassúak pe-

dig csak a szimpatikus idegrendszerrel hozhatók összefüggésbe. Ezt látszanak alátámaszta-

ni azok a kísérletek, amelyekben a paraszimpatikus hatás blokkolása valamennyi spektrális 

komponenst eliminálta. 

(iii) A légzés és a vérnyomás. Míg a kalibrálatlan légzésjel esetében mindig a jel egészének 

Fourier-transzformációjával kapjuk a spektrumot, a vérnyomás spektrumának számításánál 

leggyakrabban az EKG-spektrumoknál alkalmazott csúcskereséses-újramintavételezéses 

módszert követik: detektálják a vérnyomásban jelentkező szisztolés csúcsokat (vagy a di-

asztolés minimumokat), és a megfelelő újramintavételezés és interpolálás után FFT alkal-

mazásával kiszámolják a szisztolésvérnyomás-spektrumot (illetve a diasztolésvérnyomás-

spektrumot). A vérnyomásjelben a jel egésze hordozhat információt, ezért indokolt lehet a 

teljes vérnyomásjel spektrumát kiszámítani. 

 

5-5. ábra A vérnyomásjel egy periódusának spektruma a 0–0,5 Hz tartományon 

Az utóbbi eljárás, bár jóval egyszerűbb és a csúcskeresés képviselte hibalehetőségeket 

teljesen kikerüli, kevésbé elterjedt, mint a csúcskereséses módszer. Ugyanakkor belátható, 

hogy a két metódus a releváns spektrumtartományokban nagymértékben hasonló eredmé-

nyeket szolgáltat. A teljes vérnyomásjel közelíthető úgy, mint egy vérnyomásperiódus 

konvolúciója a csúcsok helyét tartalmazó impulzussorozattal. Frekvenciatartományban a 

konvolúció megfelelője a szorzás, tehát a teljes spektrum és a szisztolésvérnyomás-

spektrum között közelítőleg egy periódus spektruma teremt kapcsolatot mint szorzóténye-

ző. Mivel a releváns, 0,5 Hz alatti spektrumtartományban az utóbbi konstans (lásd 5-5. 

ábra), végső soron azt mondhatjuk, hogy a kettő között nincs számottevő különbség. 
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(c) Az EKG-, vérnyomás- és légzésijel-fluktuációk összefüggései. Igen régi megfigyelés, 

hogy a vérnyomás csökkenése pulzusszám-növekedéssel, csökkenése pedig pulzusszám-

emelkedéssel jár. E jelenség hátterében a baroreflex mechanizmusok állnak. A vérnyomás 

és a szívritmus közötti csatolás számszerű jellemzésére a legelterjedtebb két paraméter a 

baroreflexérzékenység és az alfa-index. 

(i) Baroreflexérzékenység. A vérnyomás és az EKG regisztrátumaiból elkülöníthetők azok a 

szakaszok, amelyekben a szisztolés vérnyomáscsúcsok több ciklusra kiterjedő monoton 

növekedéséhez azzal egyidejűleg az RR-intervallumok monoton nyúlása, illetve a csökke-

néshez az RR-intervallumok rövidülése társul. Az összetartozó változások azonosítása után 

lineáris regressziószámítással meghatározható az RR-változásokat a szisztolésvérnyomás-

változások függvényében leíró egyenes meredeksége (lásd az 5-6. ábrát); ez utóbbit nevez-

zük baroreflexérzékenységnek (baroreflex sensitivity, BRS). Ahhoz, hogy a 

baroreflexérzékenységet érvényesnek fogadjuk el, az egybecsengő változásoknak bizonyos 

minimális ciklusszámnál többre ki kell terjedniük, illetve a köztük lévő korrelációs együtt-

hatónak egy bizonyos küszöböt meg kell haladnia. Előírható küszöb a szisztolés vérnyomás 

minimális változására is. 

 

 
 

5-6. ábra A baroreflexérzékenység számítása. SBP  a szisztolés vérnyomáscsúcsok válto-

zását, RR  az RR-intervallumok változását jelöli; a pontok a mért adatokat reprezentál-

ják, az egyenest pedig regressziószámítással kaptuk. Az egyenes meredeksége a 

baroreflexérzékenység 

A számítások során az egyidejűségre többféle kritériumot használnak: a vérnyomásérté-

keket összefüggésbe hozhatjuk az ugyanazon szívciklusbeli RR-intervallumokkal (erre a 

késleltetés nélküli számításmódra az irodalomban ,,lag 0” jelöléssel szokás utalni), illetve 

alkalmazhatunk egy vagy több ciklusnyi elcsúsztatást, amikor az adott szívciklusbeli vér-

nyomáscsúcs-változáshoz az egy vagy több ciklussal későbbi RR-intervallumok változása 

van hozzárendelve (a c ciklusnyi elcsúsztatás jelölése ,,lag c”). A legelterjedtebb az egycik-

lusnyi késleltetés. 

(ii) Alfa-index. A vérnyomás és a szívritmus közötti baroreflexáttétel nem csupán időtarto-

mányban, hanem frekvenciatartományban is jellemezhető. A szisztolés vérnyomás és az 
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RR-intervallumok teljesítménysűrűség-spektrumából kiszámítható az úgynevezett alfa-

index, amely egy adott  21, ffF  frekvenciaintervallumra az alábbi módon értelmezhető: 
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ahol ),( 21RR ffP  az RR-intervallum spektrumának, ),( 21SBP ffP  pedig a szisztolés 

vérnyomásnak a teljesítménye az  21, ff  frekvenciatartományon. Utóbbiak a következő-

képpen számolhatók: 
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ahol )(RR fS  az RR-intervallumok, )(SBP fS  pedig a szisztolés vérnyomás teljesítmény-

sűrűség-spektruma. 

Az alfa-index meghatározásánál gyakran kiszámolják az RR-intervallumok és a vér-

nyomásjel közötti koherenciát, és csak akkor értelmezik az alfa-indexet, ha a koherencia 

egy határérték (általában 0,4-0,5) fölött van. 

(iii) Az EKG és a légzés. Ahogy már az 5-4. ábrán is láttuk, a légzés ritmicitása megjelenik 

a pulzusszámváltozásokban. Nyugalmi körülmények között, spontán légzés esetén az RR-

intervallumok spektrumában a magas frekvenciájú csúcs függ össze a légzéssel. Vezényelt 

légzés esetén a csúcs értelemszerűen élesebbé, markánsabbá válik, és a vezényelt légzés 

ütemétől függően átkerülhet akár az alacsony frekvenciájú tartományba is. A légzés a pul-

zusszám mellett a vérnyomás fluktuációira is hatással van, így összességében a baroreflex 

működésének földerítésére irányuló kutatások során alapkövetelmény a légzés vezénylése 

vagy monitorozása. 

(d) Milyen információ nyerhető a neurokardiológiai fluktuációk elemzésével? Mint 

már említettük, a szervezetet minden pillanatban számtalan külső hatás éri, és az ezekre 

adott neurokardiológiai válaszok következtében a keringési paraméterek fluktuációja ter-

mészetes jelenség. Egyes esetekben éppen a fluktuációk alacsony szintje utal arra, hogy a 

keringésben vagy annak szabályzásában valamilyen rendellenesség áll fönn. A fluktuációk 

elemzésének tehát fontos diagnosztikai szerepe lehet, ezen fölül hozzásegíthet az egészsé-

ges szervezetben lezajló szabályzási folyamatok jobb megismeréséhez is. Az alábbiakban 

néhány jellegzetes példát emelünk ki. 

(i) Szívinfarktus utáni túlélési ráta és a szívritmus-fluktuációk kapcsolata. Kleiger és kollé-

gái 1987-ben közölték annak a többéves kutatásnak az eredményeit, melynek során a szív-

infarktust szenvedett betegek túlélési hányada és a betegek EKG-regisztrátumaiból számolt 
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RR-intervallumok szórása (SD) közti kapcsolatot vizsgálták. Ezen eredmények azt mutat-

ták, hogy a túlélési ráta számottevően alacsonyabb volt azon betegek esetében, akiknél a 

szórás értéke (azaz a szívritmus-fluktuációk erőssége) 50 ms-nál kisebb, mint azon bete-

geknél, akiknél ez az érték 100 ms fölötti (lásd 5-7. ábra). Ennek magyarázata az, hogy 

gyengébb fluktuációk a keringési rendszer lecsökkent alkalmazkodóképességét tükrözik. 

 

 

5-7. ábra A túlélési ráta alakulása a szívinfarktus óta eltelt idő függvényében az RR-

intervallum szórásának (SD) különböző értéktartományaira. Forrás: [42] 

(ii) A dohányzás azonnali hatásai. A krónikus dohányzás keringésre és a szív- és érrendsze-

ri vegetatív szabályzásra kifejtett hosszú távú kedvezőtlen hatásai régóta jól ismertek. A 

kezdő dohányosoknál föllépő azonnali hatások föltérképezését az nehezíti, hogy a cigaretta 

elszívását követő változások rendszerint igen gyengék. Ezt a nehézséget azonban ki lehet 

küszöbölni, ha nem természetes légzési ütem, hanem lassú vezényelt légzés mellett végzik 

a vizsgálatokat, mert lassú légzésnél sokkal erősebben jelentkeznek az egyébként gyenge 

válaszok. Ekkor, ha a nemdohányzó alany elszív egyetlen szál cigarettát, a hatások a leg-

több keringési paraméterben jól megfigyelhetők lesznek. Az egyes paraméterek részletezé-

se helyett az egyik alany úgynevezett Poincaré-grafikonját mutatjuk be az 5-8. ábrán. A 

Poincaré-grafikon alkalmazása itt egyszerűen azt jelenti, hogy az RR-intervallumok hosszát 

ábrázoljuk a megelőző RR-intervallum hosszának függvényében, így egy 45°-os egyenes 

köré rendeződő felhőt kapunk, amelynek szélessége és hosszúsága a szívritmus rövid, illet-

ve hosszú távú ingadozásainak mértékét tükrözi. Az itt közölt grafikonpáron jól megfigyel-

hető, milyen erősen beszűkíti a szívritmus fluktuációit egyetlen cigaretta elszívása is, és ha 

ezt a tényt összevetjük az előző pontban tárgyaltakkal, sejthetjük, hogy ez nem kedvező 

változás. 
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5-8 ábra Dohányzás hatása az RR-intervallumok fluktuációira. A bal oldali Poincaré-

grafikon az alany RR-intervallumainak ingadozásait mutatja alapállapotban, míg a jobb 

oldali egy cigaretta elszívása után 

(iii) Szívritmusszavarok grafikus kimutatása. Az előzőekben tárgyalt Poincaré-grafikonok 

arra is alkalmasak, hogy gyorsan és szemléletesen leleplezzenek bizonyos szívritmusbeli 

rendellenességeket. Ennek illusztrálására tüntettük föl az 5-9. ábrát, amelyen azt láthatjuk, 

hogy a Poincaré-grafikon pontjai két, merőben eltérő meredekségű egyenes köré rendeződ-

nek. Ez azt tükrözi, hogy egy gyorsabb szívritmus tartósan lassabb szívműködésű periódu-

sokkal váltakozik, amiből kikövetkeztethető a rendellenes szívfejlődés során kialakult má-

sodlagos ingerképző központ jelenléte. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5-9. ábra Rendellenes szívműködésű alany RR-intervallumainak Poincaré-grafikonja 
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