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1. BEVEZETES

A természetben eléforduléd jelenségek egyik alapvetd sajatossaga a
véletlenszeriiség. Ennek okai egyrészt a jelenségek bonyolult
Osszefiiggésel, illetve az, hogy a rendszer viselkedését, -foként a
kvantummechanikai leirdsokban- nem ok-okozati Osszefliggések
hatarozzak meg. A folyamatok sztochasztikus jellegének alapvetd szerepe
van a méréselméletben is. Egy fizikai rendszer vizsgalata soran, a mért
fizikai mennyiségek statisztikus ingadozasa sokszor mint a mérést
korlatozd tényezd jelentkezik, ugyanakkor mivel ez a sztochasztikus
ingadozas lehet a rendszer alapvetd sajatossaga, egyuttal informaciot is
hordoz. Ahhoz azonban, hogy a rendszer fluktaciojabol informaciot
nyerhessiink, pontos fizikai és matematikai modellre van szikségiink.
Ezért is fontos, hogy a fluktaciokat minél jobban megismerjiik.

A szakdolgozat targya egy specialis zajtipus, az 1/f zaj, mely nevét
onnan kapta, hogy a teljesitménysiriiség-spektruma a frekvenciaval
forditottan aranyos. ElGszor elektronikai rendszerekben vették észre, de
késobb kideriilt, hogy a természetben igen széles korben eléforduld
zajtipusr0l van sz6. Megtaldlhato anyagok vezetOképességének
fluktaciojaban [1, 2], szupravezetokben [3], lézerekben [4], biologiai
rendszerekben [5], de kilonés modon a folyok vizszintjének
ingadozasaban [6], zenében [7], gazdasagi adatokban [8] is.

Annak ellenére, hogy a természetben igen gyakran el6fordulo

zajtipusrol van szo, kielégité altalanos elmélet mind a mai napig nem



létezik. Bar vannak 1/f modellek [13, 15], ezek tobbnyire csak specalis
esetekre, illetve sziik frekvencia tartomanyra korlatozodnak.

A modellalkotas mellett igen hasznosak azok a kutatasok, melyek az
1/f zaj tulajdonsagait elemzik. A dolgozat célja, hogy egy specialis,
nemlinearis amplitudé transzformaciét alkalmazva az 1/ zajra,
megvizsgaljuk, hogy hogyan valtozik meg a zaj teljesitménysiiriiség-
spektruma. Ennek érdekében numerikus szimulaciot végeztiink.

A dolgozat elsd része bemutatja a zajok vizsgalataban leggyakrabban
hasznalt matematikai eszkozoket, targyalja a legalpvet6bb zajok fizikai
okait és tulajdonsagait. Ismerteti a zajok szamitogépes modellezésének
elvét, majd megadjuk a szimulaciéhoz hasznalt 1/f zajt generald modszert,
illetve az elvégzet amplitud6 transzformaciot. Az utolsé részben Keriil sor

az eredmények ismertetésére.



2. A ZAJOK MATEMATIKAI LEIRASA

2.1. Statisztikus jellemzdék

A természetben végbemend folyamatokat determinisztikus, vagy
sztochasztikus folyamatokra oszthatjuk, attol fiiggden, hogy a rendszer ¢
id6pillanatbeli allapotat ismerve kiszamithaté-e a rendszer allapota egy
tetszOleges ¢ idOpillanatban. Ha a folyamat kimenetelét csak kozelitbleg
adhatjuk meg akkor sztochasztikus folyamatrdl beszélink. Az ilyen
jelenségek targyalasaban segitenek a valoszinliségelmélet modszerei.

Ebben a fejezetben az ehhez sziikséges fogalmakat tekintjiik at.

2.1.1. A kozépérték

Egy fizikai rendszerben zajlé folyamathoz egy, vagy tobb valtozot
rendelhetiink, mely a valosiagban valamely fizikai mennyiségnek felel
meg. Tegyilkk fel, hogy egy merés soran U fesziiltséget mériink, ami
véletlenszerii ingadozast mutat egy U, érték koriil. Hogyan jellemezhetd
ekkor az U valosziniiségi valtozo? Tegyik fel, hogy N mérésbdl egy
bizonyos Uj értéket ni-szor mértiink, ebbdl megkaphatjuk U kozépértékét:

ne

U(N)=ZN

k

U 2.1

k?

ahol N a mérések szama, k egy pozitiv egész, mely annyi értéket vehet fel,
ahany kiilonbozd Uy érték 1étezik, ny, pedig az Uy eléforduldsanak szamat
adja.



Ha azonban csak ezt a kozépértéket ismerjik, az elég kevés
informaciét ad a folyamatrdl, hiszen ekkor nem tudjuk, hogy milyen mas

értéke lehet U-nak, illetve milyen szélsdértékek hataroljak.

2.1.2. A bekivetkezési valoszintiség, varhato értek
Tekintsiik most a (2.1)-ben szereplé n, /N hanyadost, melyet az Uy
relativ gyakorisaganak hivunk. Ez az érték,-a nagy szamok torvényének
értelmében [9]- a kisérletek N n6vekvé szama mellet konvergal. Létezik
tehat a stochasztikus konvergencia néven ismert alabbi hatarérték:
p, = 11\;13} ’]lv_k ) 2.2
Ekkor p; egy 0 és 1 kozé es6 szam, melyet a k esemény
bekovetkezési valosziniiségének neveziink. Esetiinkben p; megadja, hogy
a mérés soran milyen valosziniiséggel kaphatunk Uj értéket. Igaz tovabba
az alabbi osszefiiggés:

S p =1, 2.3

k

ahol az 0sszegzést k minden lehetséges értékére el kell végezni.
A p; valoszinliségek segitségével megadhato a folyamat M(U) varhato
értéke:

M(U)=2U,p.- 2.4

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a kapcsolat az M(U) varhato érték és a
mérésekbol kaphatd U(N) kozépérték kozott:



M(U)=lim U(N)- 2.5

N 5o
A p; értékek szamot adnak a folyamat ingadozasardl is. Elkeriilendd
azonban, hogy ehhez meg kelljen adni az 6sszes p; érteket, célszerii

bevezetni egy j mennyiséget a szorast, amit jeloljink D(U)-val:

D(U)=\/§(Uk -MU)) p, . 2.6

A D(U) szoras egy szammal jellemzi, hogy az U mennyiség mennyire
korlatozodik egy sziik tartomanyra. Természetesen a p; val6sziniiségek
tobbet mondanak a folyamatrol, mint a varhat6 érték vagy a szoras, de a

gyakorlatban sokszor elegend csak ezeket vizsgalni.

2.1.3. Sztochasztikus jelek jellemzése folytonos értékkészlet esetén
Eddig feltételeztik, hogy az U fesziiltség csak bizonyos diszkrét

értékeket vehet fel, ezt az indokolta, hogy egyrészt a mérémiiszerek
pontatlansaga hatart szab a mérési adatok értékeinek, mdsrészt a
szamitogépes feldolgozds soran eleve digitalizaljuk azokat. A
szakdolgozat készitése soran végzett szamitogépes szimuldcid is ugy
tekinthetd, mint egy a természetben lejatszodd folyamat diszkrét
realizicioja. Mindezek ellenére szikkség van a folytonos értékek
kezelésére is, ahol nem korlatozzuk a kiilonboz6 U, fesziiltségértékek

szamat.

2.1.3.1. Valdsziniliségi siiriiségfiiggvénynek

A diszkrét értékek targyalasaban kozponti fogalom volt az esemény

bekovetkezési valosziniisége, hogyan definidlhato ez folytonos



értékkészlet esetén? Mivel ckkor egy adott U érték eldfordulasanak
valoszinlisége nullaval lesz egyenldé a valdszinlségek Osszegére
vonatkozé feltétel miatt (2.1.2 fejezet), ezért az eléfordulasi
valOszinliséget nem hasznalhatjuk folytonos értékkészletli valoszintiségi
folyamatok leirasara. A problémat gy oldhatjuk meg, hogy keresiink egy
olyan p(U) figgvényt, melyre igaz, hogy a p(U)dU szorzat megadja, hogy
milyen valoszinliséggel esik a fesziiltség az U korili kicsiny dU
intervallumba. Ezt a p(U) fiiggvényt valoszinliségi stiriségfiiggvénynek
nevezziik. Ekkor a valosziniiségek osszegére vonatkozd (2.3) dsszefiiggés

a kovetkez6 alaku:

f p(U)dU =1. 2.7

2.1.3.2. Virhato érték, szorasnégyzet

A fentiekben definialt valoszinségi striségfiiggvény most mar
lehetové teszi, hogy folytonos értékkészletii sztochasztikus folyamatokra
is definidljuk a mar korabban bevezetett fogalmakat. Az Osszegzésrol

integralasra attérve kaphatjuk meg, a varhato érték és a szorasnégyzet

frcr



M(U)= [U-p(U)dU, 2.8

() = (U~ MU)) pU)a0. 2.9

2.1.4. Tobb valosziniiségi valtozo

Gyakran el6fordul, hogy olyan fizikai mennyiség lefrdsara van
szilkkség, ami tobb Osszetevobdl all, melyekhez kilon valdsziniségi
valtozot rendeliink. Mi a kapcsolat ilyenkor a vizsgalt mennyiség és annak
OsszetevOihez rendelt valdszinliségi siiriségfiiggvények kozott? Ilyenkor
elészor azt kell eldonteni, hogy a két mennyiség fiiggetlen-e egymastal,
vagyis az egylk mennyiség adott értéke befolyasolja-e a masik
valoszinliségi sirtiségfiiggvenyét?

A valosziniségelmélet szerint az X, X, .., X, események
fiiggetlenek, ha barhogyan is valasztunk ki kozilik (ismétlés nélkil) k
szamu eseményt (k=2,3, ..., n), ezek egyiittes valoszinlisége egyenld az
egyes események valosziniiségeinek szorzataval [10].

A fentieket felhasznalva konnyen belathato, hogy két sztochasztikusan

fiiggetlen X, Y mennyiség esetén, ha Z=X+Y akkor:



M(Z)= M(X)+ M(Y), 2.10

DY(Z)= D*(X)+D*(Y), 2.1

illetve, az eredd striségfiggvény a kiindulasi striségfiiggvények

konvolucidjaval nyerhet6 [11]:

p.(x)= [p.(x)p,(x—x)d'x. 2.12

2.1.4.1. A centrdlis hatdreloszlasi tétel

Egy makroszkopikus mennyiség fluktudcidja altalaban igen sok elemi
fluktuacio ereddjeként all el6. Egyszerii példa erre az elektromos
vezetoképesség ingadozasa, mely az elemi toltéshordozok mozgasanak és
mennyiségének véletlenszeri  valtozasaibol szarmazik. Az ilyen
véletlenszerii folyamatok eredd siiriiségfiiggvényének meghatirozasdhoz
nyujt segitséget a centralis hatareloszlasi tétel. A tétel kimondja, hogy
nagy szamu, figgetlen valosziniiségi valtozok Osszegének eloszlasa az
ugynevezett normalis vagy mas néven Gauss eloszlashoz tart, melynek

surtiségfiiggvénye a kovetkezo alaku:

1 (-1 )
p(x) = sy 2.13

A tétel elég altalanos feltételek mellett igaz. A konvergencia sebessége az

Osszetevo folyamatok siriségfiiggvényeitol figg.

10



2.1.5. A Gauss-eloszlds

Ha egy X valosziniiségi valtozo p(x) stiriségfiiggvénye:

(x-m)’
] 206°

p(x) = W e , 2.14

ahol m és o adott allandok akkor az X valosziniiségi valtozot normalis
vagy Gauss-eloszlasinak nevezzii (2.1 abra). A gyakorlatban ez az
eloszlas igen gyakran fordul el6. A szakdolgozat készitésekor a
numerikus szimulaciét soran is ilyen eloszlasu folyamatokat modelleztiink
ezért érdemes emnek az eloszlasnak néhany fontos tulajdonsagat

attekinteni. A Gauss-eloszlas varhat6 értéke €s szorasa [10]:

M(x) =m, 2.15

D(x)=o. 2.16

Egy masik, gyakorlati szempontbdl fontos tulajdonsdga a Gauss-
eloszlasnak a haromszigma-szabaly néven ismeretes. Ez a szabaly

kimondja, hogy Gauss-eloszlast X valészinliségi valtozo értéke

P

30

= 0,997 2.17

valoszinliséggel esik a (m-30, m+30 ) intervallumba [10]. Ez a
gyakorlatban azt jelenti, hogy az eloszlas (m-30, m+30 ) intervallumon

kiviil esé része gyakorlatilag elhanyagolhat6. Hasonloan:

11



P, =0841 2.18

P, =0977. 2.19

A fentiek jol lathatok az 2.1 abran is mely egy m=0 varhato értékii, o=1
szorasi, normalis eloszlasu x  valoszinliségi  valtozd  p(x)

stiriségfiiggvényét abrazolja x figgvényében.

2.1 abra
A 0 varhato értéki, 1 szordsu, normdlis eloszldsu x valosziniiségi valtozo

p(x) stiriségfiiggvénye.

2.2. Sztochasztikus folyamatok idéfiiggo tulajdonsigainak

leirasa

Eddig nem vettiik figyelembe azt, hogy egy folyamat tulajdonsagai az
idoben valtozhatnak, pedig ez fontos lehet a realis folyamatok
vizsgalataban. Megtehetjilk, hogy az id6t, mint Uj paraméter vezetjilk be

12



az eddig definialt mennyiségekben, példaul a siiriiségfiiggvény legyen
p(x,t) alakii. Ahhoz azonban, hogy ezt megtehessiik sziikség, van ra, hogy
valami modon meg tudjuk hatarozni egy folyamat valosziniiségi
jellemz6it. Hogyan tehetnénk ezt meg? Ahhoz, hogy sok kisérlet
clvégzése eredményeként kapjuk meg példaul a striiségfiiggvényt,
rengeteg azonos korilmények kozott levé egyforma rendszerre lenne
sziikség, ha az idofiiggéstol nem tekinthetiink el. Erre altalaban nincs meg
a lehetoségiink, ezért sziikkséges Gjabb mennyiségeket bevezetniink, és
meghatdroznunk az eddig definialt jellemzOkkel valo lehetséges

Osszefiiggéseket.

2.2.1. Iddatlag, stacionaritds, ergodikus folyamatok

Legegyszeriibb esetként vizsgaljuk meg a varhato érték problémajat.
Tekintsink egy véletlenszerien ingadozd Uft) fesziiltséget. Az <Uft)>
kozépértéket méréssel Gigy adjuk meg, hogy a mérés T idejére képezzik az
U(t) jel atlagértékét:

T
<Uft) >, = -217 j U)dt 2.20
-T

melyb6l 7 — coesetén hatarértékként kapjuk az <Uft)> idbatlagot.
Milyen kapcsolatban van ez a mennyiség az M(U) varhato értékkel? Ha
az M(U) 1d6fiiggd, akkor altalaban nem fog a két érték megegyezni, ezért
els6 megszoritasként azt mondhatjuk, hogy a statisztikai jellemzoknek
idofiiggetlennek kell lenniiik, hogy az id6beli és sokasagra vett atlagok
azonosak legyenek. Az ilyen folyamatokat stacionariusnak nevezziik [12].
Megjegyezziik, hogy tobbféle stacionariussagi feltétel lehetséges aszerint,
hogy hanyadrendii stiriiségfiiggvényre irunk elé korlatozasokat. Ha

13



megelégszink az elsérendiit p(x,7) és masodrendii p(x;tx,t+7)
stiriségfiggvények idofiiggetlenségével - ami gyakorlati szempontokbol
sokszor fontos -, akkor a folyamatot gyengén stacionariusnak nevezziik.
Ha minden statisztikai paraméter id6fiiggetlen, akkor a folyamatot erdsen
stacionariusnak mondjuk. A stacionaritds 6nmagiban azonban még nem
jelenti azt, hogy az idébeli és térbeli atlagok megegyeznek. Azokat a

folyamatokat melyekre igaz az alabbi dsszefiiggés:

M(U(t)) = (U()), 2.21

vagyis a kétféle atlag megegyezik, ergodikus folyamatoknak nevezziik.

2.2.2. Autokorreldcid-, keresztkorreldcio-fiiggvény
A tovabbiakban definidlunk néhany mennyiséget, melyek a
sztochasztikus folyamatok idébeli tulajdonsagait irjak le. Az elsé ilyen

mennyiség az x(?) sztochasztikus jel autokorrelacio-fiiggvénye:
Ro(tt+17)=M[x(t)-x(t+71)] 2.22

Az autokorrelacio-fiiggvény azt jellemzi, hogy a jel 7 idejii eltolasaval
mennyire  “hasonlit” Onmagara. Ez tulajdonképpen a jelforras
fuggetlenek attol, hogy a jel milyen értéket vett fel a ¢ idSpillanatban,
akkor a kérdéses folyamat korrelalatlan. Ebben az esetben az
autokorrelacio-fiiggvény minden 7-ra nullaval egyenld, kivéve
termeészetesen a t=0 esetet, amikor az autokorrelacio-figgvény a jel
négyzetének varhatdo értékét szolgaltatja. Korrelalt folyamatok

autokorrelacio-fiiggvénye sokféle lehet.

14



Ergodikus jelek esetén az autokorrelacio-fiiggvényt a kovetkezd

formulaval is megadhatjuk:

.17
Ra(7)=lim 5 | xx(t + 7 )dt 2.23
Tow 2 T N
mivel ekkor a folyamat stacionarius, ezért az autokorrelacio-fiiggvény
nem fugghet az id6t6l, ahogy ez a formulabdl is latszik.
Teljesen hasonld modon vezethetjik be a keresztkorrelacio-

fiiggvényt, amely két jel kozotti kapcsolatot jellemez:

Ro(tt+1)=M[x@1)- yt+7)], 2.24
illetve ergodikus jelekre:
.17
Ro(t)=1im - [x@y + z)dt. 2.25
T T

A keresztkorrelacio igen hasznos eszkoze két sztochasztikus folyamat
kapcsolatanak leirasara. Segitségével megadhaté példaul, hogy két
stochasztikus folyamat fiigg-e egymastol, és az egyik folyamat masikra

valo hatasa milyen id6eltolodassal jelentkezik.

2.3. A sztochasztikus folyamatok frekvencia-tartomanybeli
leirasa
A sztochasztikus folyamatokat sokszor nem csak az id6-, hanem a
frekvencia-tartomanyban is vizsgaljuk. Ilyenkor az id6tartomanybeli jelet
a Fourier-transzformacio alkalmazasaval a benne fellép6 harmonikus

komponensekkel irjuk le. Ez a frekvencia-tartomanybeli leiras ekvivalens

15



az idétartomanybeli leirassal. Eszerint, ha tetsz6leges x(#) folytonos jel

t — oo estén véges marad akkor:

x(1)= [F(1)e™df 2.26

1
F(f)= o f ‘X(l‘)e"“”dt, 2.27

ahol F(f) az x(1) jel Fourier-transzformaltja.

2.3.1. A teljesitménysiirliség-spektrum, Wiener-Hincsin
dsszefiiggések
Stacionarius jelek frekvencia-tartomanybeli vizsgalatakor gyakran
hasznaljuk az un. teljesitménysiriiség-spektrumot, mely a definicié szerint

az autokorrelacio-fiiggvény Fourier-transzformaltja:
S=()= [ Ra(T ) dt 2.28

illetve inverz transzformacidval:

1 ]3 S > df 2.29

27 %,

R(t)=

A teljesitmény elnevezés onnan szarmazik, hogy ha az idéfiiggd jel
fesziiltség, akkor az S..(f)df mennyiség azzal a teljesitménnyel azonos,

ami az f, f+df frekvenciatartomanyba esik. A teljesitménysiiriség-
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spektrumot megkaphatjuk a jel ugynevezett amplitido-spektrumabdl is,
melynek definicidja a kovetkezd:

T

J' x(t) 2 dt . 2.30
T

. 1
F.(0= 1}{9 o7

Ebbél a Wiener-Hincsin 6sszefliggések szerint:

S.(0)=F.(0 F.(9» 2.31

ahol a F, az F, komplex konjugaltjat jeloli. Tehat az autokorrelacio-
fiiggvény ismerete nélkiil is kiszamithato a teljesitménysiiriiség-spektrum.
Ervényes tovabba, hogy a jel négyzetének varhato értéke megadhato a

teljesitménysiiriiség-spektrum segitségével:

M(x*(t)) = R,(0)= IS” (f)f 2.32

mivel a jobboldalon allé mennyiség az 6sszteljesitményt adja meg.

2.4. Mintavételi tétel, diszkrét Fourier-transzformacio

Analdg jelek idofiggd tulajdonsagainak mérésekor az alacsony-
frekvencids tartomanyban ma mar legtobbszor digitalis moédszereket
hasznalunk. E tevékenység mellet sz6l a nagyobb pontossag, a digitalizalt
jelek koénnyt tarolasa, feldolgozasa és kis zavarérzékenysége. A digitalis
jelfeldolgozas soran az analog jel értékeit el6szor Ar 1dokozonként
mintavételezziik, majd az igy kapott diszkrét értékeket dolgozzuk fel. Ez
utobbi azt jelenti, hogy az x(?) jel értékeit csak bizonyos #y, 5, .., t,

id6pillanatokban ismerjiikk. A mintavételezés soran érdemes a mintavételi
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idépontokat ekvidisztansra valasztani, ekkor beszélink periodikus
mintavételezésrél. A tovabbiakban periodikus mintavételezést tételeziink
fel. A fentiek értelmében tehat az x(#) folytonos fiiggvényt az alabbi
mintavételezett fiiggvénnyel helyettesitjik:

1) = SIA{ (1), 21

ahol 4r a két szomszédos mintavételi idopont kiilonbsége, x.(f) a
mintavételezéssel nyert fiiggvény, J pedig a Dirac-féle fiiggvény. Felmertil
azonban a kérdés, hogy milyen feltételek mellett tehetjik meg ezt
informacidvesztés nélkiil? Erre ad valaszt a digitalis jelfeldolgozas egyik
kozponti tétele, a mintavételezési tétel.

Ha az x(t) jel Fourier felbontasaban az f,-nal nagyobb frekvenciaju
komponensek amplitidéja nulla, akkor a jelet teljes mértékben

meghatarozzak az 1/2f, idékozonkénti mintai a kovetkez6 formula szerint:

) ( ijsin w2 f, (1—2;0)

; 2.34
n2 f, Et- 2f0]

A tétel elég egyszeriien belathaté. Az X(f) Fourier-transzformalt a
feltételek szerint a (-f,, f,) intervallumra korlatozodik, tehat 1étezik a

kovetkez6 Fourier sora:
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X0 =3 coe™7,
n=-o

2.35
ahol
o f xpemiap 236
21,3,
Mivel azonban
2.37

fo
xt)= [ X( ™ dt
-fo

igy ch=x(n/'2f)/2f,. A c, egyiitthatok teljesen meghatarozzak az X(f)
transzformaltat, ezaltal magat az x(t) jelet is, tehat a tételt igazoltuk.

A mintavéteh tételnek ellentmondé mintavétel meghamisitja a jelet.
Konnyen ellendrizhetdé, hogy ha a mintavételi frekvencia 2f,, akkor
minden f+2nf, frekvenciaji szinuszos jelnek azonos mintavételezett
fiiggvény felel meg (n egész szam). Hasonlo kijelentés igaz az f+(2n+1)f,
frekvencidju periodikus jelekre is. Ez kiilondsen a spektrum mérésében
tikroz6dik, mivel a helytelen mintavételezés miatt a kiilonbozo
frekvencidkhoz  tartoz6 ~ komponensek  Osszeadddnak,  ezaltal
meghamisitjdk a spektrumot. Abban az esetben tehat, ha nem tudjuk
betartani a mintavételi tételt, akkor a mintavételezés elétt alulateresztd
sziir6t kell alkalmaznunk.

Az x(1) jel mintavételezése soran a gyakorlatban egy véges szamu
adatsort kapunk, ami N szamu x elemb6l all. A spektrum kiszamitasara
ckkor a mintavételezett fiiggvény alakjanak figyelembe vételével a
kovetkez6 formulat kapjuk:
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2.38

Itt tehat x; az x(i4t) mennyiségnek felel meg, és F az ugynevezett diszkrét
Founer-transzformalt, k=0..N-1. Lathato, hogy maga a transzformalt is
diszkrét, mivel az idotartomany véges hosszisagiu. Az Fy=F(k4f) formula
lényegében a spektrum mintavételezését jelenti, ahol Af~(1/N)At.

A diszkrét Fourier-transzformalt kiszamitasa igen id6igényesnek
tiinhet, mivel az 6sszes F komponens meghatarozasahoz a formula szerint
N komplex szorzasra van szikség. A komplex exponencialis fiiggvény
tulajdonsagait kihaszndlva azonban a feladat megoldhato Nlog,N
mijvelettel 1s, ami rendkiviil nagy kiilonbséget jelent nagy N-ek esetén.
Ezt az eljarast Cooley és Turkey fejlesztette ki, és gyors Fourier-
transzformacio (tovabbiakban FFT) néven ismert [17]. A gyors Fourier-

transzformacio a szamitogépes jelfeldolgozas egyik alapvetd eszkoze.

2.5. A zajok osztalyozasa spektralis eloszlas szerint
A kilonféle eredetii zajok egy lehetséges osztalyozasat a
teljesitménysiirliség-spektrumuk alapjan is megadhatjuk.

2.5.1. A fehérzaj

Az olyan zajokat melyek teljesitménysiiriiség-spektruma konstans,
fehérzajnak nevezziik:

S(f) = konst. 2.39

A képletbdl latszik, hogy az autokorrelacids fiiggvénye a Dirac-féle o
fiiggvény, ami azt jelenti, hogy nincs korrelacié a jel értékei kozott.

Energigjat ilyenalakban kiszamolva, végtelen adodik. A valosagban
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elofordulo fehérzaju jelek savkorlatozottak. Ilyen tulajdonsagu példaul a
termikus, vagy sorét zaj (2.6 fejezet).

2.5.2. Az 1/f zaj

Abban az esetben, ha egy zaj teljesitménysiiriiség-spektruma a

kovetkezo alaku:

S(f)=c- %, ahol ¢ = konstans, 2.40

akkor 1/£ zaj-rol beszéliink (2.2, 2.3 abra). A természetben igen gyakran
eléforduld zajtipus, mivel gyakori jelenség, hogy egy mennyiség egy

masik mennyiség integralja. Ekkor a Fourier-transzformacio

d"'f(1)
at”

o (241 F(f) 2.41

tulajdonsaga miatt a fehérzaj idobeli integraljaként adodd zaj 1/f
spektrumu. Ilyen zaj példaul Brown-mozgas (2.6.3).
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2.2 abra

Az egy dimenzids brown-mozgds kitérés-ido fiiggvénye

14 - 1
12 1
log S(f)
10 ]
8 r 1
6 -

0 1 2 3 4

log f

2.3 abra

Az egy dimenzids brown-mozgds teljesitménysiiriiség-spektruma

22



2.5.3. Az lfzaj

Ezt a zajtipust (ami Flicker-zaj néven is ismeretes) el6szor az
elektronika teriiletén fedezték fel [1] és a kezdeti kutatasok is ebben az
iranyban folytak. Széles korben el6fordul félvezetd eszkozokben, vékony
fémréteg ellenallasokban, elektroncsovekben. Késébb az élet sok mas
teriilletein is rabukkantak, mint példaul bioldgiai rendszerekben [5],

gazdasagi folyamatokban [8], a zenében [7]. Ebbe a csoportba az olyan:

1
S( f ) ~ 72 2.42
teljesitménysiiriiség-spektrumu fluktudciokat soroljuk melyekre a = 1. Az
a pontos értékére nincs igazan egységes allaspont, elfogadhato érték
példaul az a=1.2, de a=1.5 vagy a=0.5 mar nem. A szigorian a-1 jel
energidjara végtelen adodik, ezért realis esetben az 1/f zaj savkorlatozott.
Széleskorii el6fordulasa ellenére mind a mai napig nincs ra egységes

modell.

x(t) 0

-1000

-1500

0 1000 2000 3000 4000

2.4 abra
Egy 1/f zaj x(t) amlitiuddja az idé fiiggvényében
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14 |

13 1

log S(f)
12 ¢

T r

log f

2.5 dbra

Az lf zaj teljesitménysiiriség-spektruma

2.5.4. Lorent:i zajok

Az exponencialis lecsengésii autokorrelacio-fiiggvénnyel rendelkez6
zajok  teljesitménysiiriség-spektruma a  Wiener-Hincsin-tételb6l

kovetkezoen Lorentzi:

(23

=C- E S(f)=C————
R(7) e o (f) (1+(27y’z'0)2

2.43

Ilyen tulajdonsaguak példaul a Poisson-folyamatok. Ha egymastol
fiiggetlen Poisson-folyamatokat Osszegziink, és a 1ty értékre pedig
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g(ty)=1/t eloszlast feltételeziink, akkor savkorlatozott 1/f zajt kapunk
[25].

2.6. Néhany jellegzetes zajtipus fizikai okai

Az eléforduld zajtipusokat tobbféle modon osztalyozhatjuk, részben
az eldzOekben bevezetett mennyiségek, részben létrejottiik fizikai okai

szerint is. Tekintsiink most at néhany jellegzetes zajtipust!

26.1. A sérétzaj

A sorétzaj olyankor fordul el6, amikor a toltéshordozé részecskéknek
potencialgatat kell lekiizdeniiik ahhoz, hogy a vezetéshez hozzdjaruljanak.
Nevét onnan kapta, hogy ha megfeleléen kihangositjuk, akkor sorétek
potyogasara emlékeztetd hangot hallunk. Ilyen zajt produkal példaul egy
vakuumdioda, vagy egy félvezet6 pn atmenet is. A vakuumdiédanal az
elektronoknak ahhoz, hogy katodbol kiléphessenek egy minmimalis &
energiaval kell rendelkezniiik. Mivel az energia az egyes elektronok
kozott véletlenszeriien oszlik el, ezért az elektronok kilépése 1is
véletlenszeri. Ha egy elektron energiaja nagyobb a kilépési munkanal,
akkor a kilépés utan a kiilsé elektromos tér hatasara az andd felé¢ halad
egyenletes gyorsulassal, és igy hozzajarul a korben folyé aramhoz. Az
aram tehat elemi, egymast véletlenszeriien koveté aramimpulzusok
osszegeként foghato fel.

Tegyiik fel, hogy az impulzusok Dirac-fiiggvények, ekkor figyelembe
véve, hogy az elektronok kilépése Poisson eloszlast kovet, az aram

spektruma a kovetkez6 [13]:
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St =24l , 2.44

ahol g az elemi t6ltés, / pedig az aram kozépértéke. Tehat a sorétzaj
spektruma ekkor konstans. Valdjaban az impulzusok nem Dirac-
filggvények igy a fenti (2.44) formula modosul. A vakuumdioda esetében
példaul az elektron egyenletes gyorsulasa kovetkeztében az elemi
impulzus a ¢, athaladasi id6tartamban linearisan névekvé fiiggvény, a pn
atmenet esetén pedig, a kozel konstans sebesség miatt ¢, szélességii
négyszogjellel adhaté meg. Mivel az eredé spektrumot az elemi
impulzusok alakja hatarozza meg [14], ezért példdul a pn atmenet

esetében az aram spektruma:

o2 :
sin 27t

- 2
SO=241\ —57 | - 2.45
2

Ez azt jelenti, hogy a spektrum most csak kis frekvencidkon lesz
kozelitéleg konstans, vagyis amikor a sin(zft,)/zft, kozelitbleg 1.

2.6.2. Termikus zaj

Homogén vezet6kben nincs potencidlgat, zaj azonban mégis
keletkezik bennitk még arammentes allapotban is. Ennek az oka az, hogy
a vezetdben kristalyhibak, szennyezé atomok vannak, illetve a kristaly
periodicitasat az atomok homozgasa is zavarja. A téltéshordozok ezekkel
a hibahelyekkel utkoznek, mely soran energidjuk megvaltozhat. Mivel
ezek az utkozések véletlenszeriiek, igy az ered6 aram illetve fesziiltség is

ingadozik. Ekkor a termikus zajfesziltség teljesitménysiiriiség-
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spektrumara anyagtél fiiggetleniil, az ugynevezett Nyquist-formulat
kapjuk [13]:

S() - 4KTR, 2.46

ahol k£ a Boltzmann allando, R a minta ellenallasa, 7" a hOmérséklet.
2.6.3. A Brown-mozgds

A Brown-mozgas jol ismert probléma a fizikdban. A jelenséget
réviden az jellemzi, hogy egy részecske kormyezetének kolcsonhatasara

véletlenszeriien mozog. Ezt a kovetkezd egyenlet irja le:
av
m—+w = F(t),
Ay (¢) 2.47

ahol m a részecske tomege, v a sebessége, y a kozegellenallasi egyiitthato,
F(t) pedig a részecskére haté véletlenszerii er6d, melyet Gauss-
eloszlastinak és korrelalatlannak tételezink fel. A fenti képletbol is
latszik, hogy a folyamat nem korreldlatlan, hiszen a részecske adott
idopillanatbeli helyzete fiigg az azt megelozo6tol. Jellegzetessége, hogy
teljesitménysiiriiség-spektruma  széles  frekvenciatartomanyban  1/f-el
aranyos, illetve a szorasnégyzet az idével aranyosan novekszik, tehat a
folyamat er6sen nem staciondrius. A (2.2, 2.3) abrakon egy egydimenzios

Brown mozgas jelalakja és spektruma lathat6
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3. AZ 1/F ZAJ NEMLINEARIS AMPLITUDO
TRANSZFORMACIOJANAK VIZSGALATA

Néhany évvel ezelott kisérletek soran az 1/f zaj egy Kkiilonos
tulajdonsagara bukkantak [18, 19]. azt tapasztaltak, hogy az 1/f zaj
teljesitménysiiriiség-spektruma valtozatlan maradt, annak ellenére, hogy
az eredeti zaj amplitidojat jelentés mértékben csonkoltak a kovetkezd

modon:

X, hax()<x .
w(t)=1x,,, hax(r)=x__
x(t), kiilonben

3.1

Itt az x(1) az eredeti Gaussi 1/f zaj amplitiddja, y() a csonkolt jel
amplitdéja, x,.i, illetve x4, pedig a csonkolas szintjei. Az (3.1) abran egy

ilyen transzformaciot lathatunk.

IM'N’W’I‘N,IMWH”

Ha llllli-l"ill\Ll'l HIIII-II BilL ll bt lll LU

X min

3.1 abra

Az lf zaj amplitudé csonkoldsa
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A szakdolgozat készitésekor ennek a nemlinearis amplitudo
transzformacionak egy specialis esetét modelleztiik. A modellezésre mind
elméleti, mind analog illetve szamitogépes szimulacid utjan is lehetoség
van. Mi ez utobbi médszert valasztottuk.

A fejezet hatralevo részében attekintjikk a szimulacio 1épéseit, illetve

ismertetjiik a modellezés soran kapott eredményeket.

3.1. A modellezés Iépései

A szamitogépes modellezés soran  Gauss-eloszlasi 1/
teljesitménystiriiség-spektrumi zajt generaltunk, ezen hajtottuk végre az
amplitidé csonkolas, majd az igy kapott zaj teljesitménysiiriiség-

spektrumat vizsgaltuk. A modellezés menete a kdvetkez6 volt:

Gaussi 1/f za) Amplitudod A spektrum | S(f)
generalasa |—— transzformacid }|—| kiszamitisa >
FFT-vel
3.2 abra

A szamitogépes modellezés lépései

A teljesitménysiriiség-spektrumot, a csonkolas utan kapott zajbol FFT-vel
allitottuk eld. Tekintsiik most at az egyes 1épéseket.

3.1.1. Gauss-eloszldasu véletlenszdm generdldsa

Felvetédik a kérdés, hogy hogyan tudunk zajt modellezni
szamitogéppel? Kézenfekvonek tinik a megoldas, hogy mivel a zajok

véletlenszerti, sztochasztikus jelek soranak tekinthetOk, ezért a
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modellezés soran véletlenszam sorozatot generaljunk, majd tekintsiik ezt a

Az irodalom tobbféle modszert ismer egyenletes eloszlasu
véletlenszamok generealasara [16]. Mi a zajok numerikus szimulacioja
soran az ugynevezett additiv véletlenszam-generatort hasznaltuk,

amelynek a definicidja a kovetkezo:

32
7, = (1 7,55 )mod M

1

ahol 7; jelenti a generalt szamokat, M pedig egy alkalmasan valasztott
nagy szam, esetiinkben 2°%, ami a szamitogép szohosszanak felel meg. Az

additiv véletlenszam-generator pontos algoritmusa az (3.3) abran lathato.

!

=l
k=k-1
VY tye ]

k=55 >l

3.3 abra

Az additiv véletlenszam generdlo algoritmus
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A fenti mddszerrel kapott véletlenszamokbol Gauss-eloszlasu véletlen
szamokat a centralis hatareloszlasi tételt felhasznalva ugy kaphatunk,
hogy ha sok fiiggetlen, egyenletes eloszlasi szamot Osszegziink. A
szamitasi sebesség szempontjabol azonban kedvezébb a kovetkezo

algoritmus:

1. Legyen u=rj./M,q=(8/e)%.(r —O.S)/u, v=gq’.

Jj+l
2. Ha v> -4.og(u) akkor vissza az 1. Pontra, egyébként a keresett
szam q.

A fenti algoritmus az (3.4) abran lathatd.

—

u=r;/M
q:(8/e)m(t)jq/u
v=q*

i
9

3.4 abra

Gauss-eloszlasu véletlenszdm generdlé algoritmus

3.1.2. 1/f zaj elddllitdsi modszerek

Az 1/f zaj amplitadé csonkolasanak szamitogépes modellezése soran
az elsé 1épés, a Gauss-eloszlasi 1/f zaj generalasa. Erre a feladatra

szamos modszer létezik, tekintsiink at most néhanyat.
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3.1.2.1. Fiiggetlen Lorentzi zajok dsszegziése

Mivel az irodalomban az 1/f zajt altalaban, mint fiiggetlen Lorentzi
tipusu zajok szuperpozicidjaként értelmezik [15] ezért kézenfekvonek
timk a megoldas, hogy erre alapozva alkossunk 1/f zajt generald
algoritmust. Egy ilyen példat mar megemlitettiink a 2.5.4 fejezetben, ahol
egy savhatarolt 1/f zaj, fiiggetlen Poisson folyamatok 6sszegzésével vald
eldallitasanak lehetdségét irtuk le. Elénye ennek az eljarasnak, hogy a zaj
generalas soran elegend6 csak egyenletes eloszlasu véletlen szamokat
generalni, hisz a sok fiiggetlen Poisson folyamat 6sszegzéseként a

centralis hatéareloszlasi tétel értelmében eleve Gauss-eloszlasu 1/f zajt

kapunk.

3.1.2.2. Fehérzaj teljesitménysiiriiség-spektrumadnak dtskdldzdsa

Egy masik lehetéség a Wiener-Hincsin 6sszefiiggésekbol adodik.
Mint ismeretes egy zaj teljesitménysiiriség-spektruma kiszamithaté az

autokorrelacié fiiggvényének ismerete nélkiil is a kovetkezd modon:

S:() = F.(0-F.00, 3.3

ahol az F, a jel F, amplitado-spektrumanak (2.30) komplex konjugaltjat
jeloli. Mivel tudjuk, hogy a fehér zaj teljesitménysiirtiség-spektruma

konstans:
S« = F«(f)- F.(f) = konst., 3.4

ezért ha ennek a zajnak az amplitid6-spektrumat megszorozzuk 1/./f -fel
akkor 1/f zajt kapunk:
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F) Fl) _F)-Fx(D _ konst

0= N f f 3.5

A fentiek alapjan tehat egy lehetséges diszkrét 1/f zajgenerator

algoritmusa a kovetkezo:

1. Allitsunk el6 egy xog, X3 .., Xy, Gauss eloszlasu véletlenszam
sorozatot, ahol N egész szam a kettonek egész szamu hatvanya. Az
igy kapott véletlenszam sorozat egy Gauss eloszlasu fehér zaj
diszkrét reprezentaciojanak tekintheto.

2. Szamitsuk ki az igy kapott fehér =zaj diszkrét Fourier-
transzformaltjat a gyors Fourier-transzformacié (FFT) segitségével.
Igy az Fy, F5, ..., Fx.; komplex szamsorozathoz jutunk.

172

3.Az F; komplex szamokat szorozzuk meg f““-nel, illetve a jelen

esetben i"?-nel, azaz végezziik el a kovetkezd miiveletet:

F F 3.6
F=—F =2+ aholi=1.N/2. )
N /

4. Az igy kapott Fy, I, ..., Fy.; komplex szamsorozaton végezzik el

az inverz FFT-t, ezaltal megkapjuk a kivant Gauss-closzlasu 1/f

Az itt leirt 1/f zaj generalo algoritmus C nyelvii kédjat a fiiggelékben
lathatjuk. Elénye ennek az algoritmusnak, hogy nem csak 1/f de barmely
spektrumu zajt generalhatunk a megfelelé szorzo alkalmazasaval. A (2.4,
2.5) abran egy igy generalt 1/f spektrumu zaj alakjat illetve
teljesitménysiiriiség-spektrumat lathatjuk. A szamitogépes szimulacid

soran az 1/f zaj el6allitasara ezt az algoritmust alkalmaztuk.
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3.1.3. Az amlitudé csonkoldsa

Mmt azt a fejezet bevezetdjében irtuk, az 1/f zaj teljesitménysiiriiség-
spekt;ﬁma a (3.1) képletekkel leirt transzformacidra invariansnak
mutatkozik. Tovabbi szimulaciokat végezve azt is tapasztaltuk, hogy az
Uf zajnak ez a kiilénds tulajdonsaga még az amplitadé aszimmetrikus

csonkoldsa esetén is megmarad (3.5 4bra).

n L
™ 1

16 1

log S(f)

9 F

log f

3.5 abra

Az eredd zaj spektruma az 1/f zaj aszimmetrikus csonkoldsa esetén.

Az aszimmetrikus amplitudo csonkoldson azt értjiik, hogy ha egy
Gauss eloszlasu 1/f zaj amplitiddjanak véarhato értéke a, és szérasa o

akkor az (3.1) képletekkel megadott transzformacioban:

X, =a+b-o 3.7

X.=a-c-o,

min

ahol b és ¢ nem egyenld, tetszoleges pozitiv valds szamok (bar a harom
szigma tétel miatt nyilvin nem sok értelme van azokat 3-nal nagyobbra

valasztani). Tehat a szimmetria alatt itt azt értjik, hogy a csonkolasi
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helyek szimmetrikusak a varhaté értékre. Vegyiik azonban észre, hogy
sem, a szimrrfetxikus sem az aszimmetrikus estben nem engedtiik meg,
hogy Xmin €S Xmax €rtéke egyszerre legyen nagyobb vagy kisebb a varhat6

értéknél, vagyis csak a :
Xoin <A<X_ .. 3.8

eset a megengedett.

Mivel az 1/f zajnak ez az invariancidja az amplitadé csonkolasra
tetszoleges keskeny sav (x_, ~a, ésx__ = a), sOt x,,—a és tetszoleges
Xmax> Xmin €S€tén 1s megmaradt, ezért felmeriilt, hogy esetleg az 1/f zaj
esetében a nullszintmetszés (0 varhaté értékii Gauss-eloszlast feltételezve
az amphitidora) felel6s a spektrumért.

Hogy a fent1 problémara valaszt talathassunk a szakdolgozat
készitésekor egy specialis amplitido transzformaciot vizsgaltunk, amely a

kovetkezd volt:

+1, hax(t)2a+b-o 3.9

-1, hax(f)<a+b-o,

-]

ahol b (< 3) tetsz6leges pozitiv valos szam, a és ¢ pedig tovabbra is a
varhato érték és a szoras.
3.1.3.1. A vdrhato érték és a sz0rds meghatdrozdsa

Az el6bbiekben leirt transzformdaciohoz a modellezés soran meg
kellett hatdrozni a varhato értéket és a szorast. Ezt minden egyes
mintahoz meghataroztuk a kovetkezd modon. Mivel a mintdk hossza

rendkivill nagy volt (2'® néha 2%°) ezért jo kozelitéssel vehettik az
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amplitudok atlagat a varhatoé értékkel megegyezbnek (2.1.2 fejezet),

vagyis:

[ 3.10

ahol a a varhato érték, x; a generalt diszkrét 1/f zaj i-edik eleme, n pedig a

mintahossz. Hasonldéan meghatarozhato a szoras is a kovetkezé modon:

> = %) 3.11

Mindkét eljards és az elébb definialt amplitidé transzformacio C
nyelvii kodja megtalalhato a fiiggelékben.

3.2. A szintmetszés szimmetrikus esetre

Az els6 esetben azt vizsgaltuk, hogy hogyan valtozik meg az 1/f zaj
tejesitménysiirtiség-spektruma ha elvégezziik rajta a 3.1.3 fejezetben leirt
amplitadd transzformaciét a b=0 estre, vagyis a metszendd szint
megegyezik a zaj amplitidojanak varhatéd értékével. A cimben szerepld
szimmetrikus jelzé itt arra utal, hogy ekkor a transzformacio ugy
tekinthet, mint a 3.1.3 fejezetben leirt szimmetrikus csonkolds
hataresete, vagyis amikor addig csokkentjiik a két szint kozti tavolsagot,
hogy Végiil Xpmin e lesz A szimulaciot 22°-on hosszi mintakra végeztik
el. A csonkolas utan minden egyes mintanak FFT-vel maghataroztuk a
tejesitménysiriiség-spektrumat, majd ezt egy témbben elhelyeztik. Az
ered6 spektrumot 1000 ilyen minta tejesitménysiiriiség-spektrumanak
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atlagolasaval nyertik. Az (3.6) abran egy ilyen szimulacié soran nyert
teljesitménysiiriiség-spektrum 1athato.

A szamitogépes modellezés soran azt tapasztalhatjuk, hogy az igy
transzformalt 1/f zaj spektruma is 1/f lesz.

10 - | | B
9 .
gt

log S(f)
70 N
6 v L L 1 ]
0 1 2 3 4
log f
3.7 abra

A 1f zajbol szimmetrikus szintmetszéssel kapott zaj spektruma

Az itt tapasztalt eredményeket elméleti uton is alatamaszthatjuk [20].
Tekintsiink egy x(z) O varhato értékii 1/f* spektrumu zajt, ahol . x(#)-n a
Gaussi zaj id6fiiggé amplitudojat értjiik. Ekkor a (3.9) osszefiiggésekkel

megadott transzformacio a kovetkezd alaku:
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=] e

+1, hax(t)<0, 3.12

ahol y(t) a csonkolt zaj amplitidoja. El6szér adjuk meg a bemend és a
kimend jel korrelacios fiiggvényeinek a kapcsolatat. Ehhez a kimend jel

korrelacids figgvénye:

R (1)=1-P(1(0)(1) =1)+ (-)P(»(0)(1) = -1) 3.13
= P(x(0)x(¢) > 0) - P(x(0)x(r) < 0)

=2 P(x(0)x(r)>0)-1,

ahol P(,) annak a valosziniisége amit az argumentuma meghataroz.
A P(x(0)x(t)>0) eleve adott, ha stacionarius Gaussi folyamatot
feltételeziink. Ekkor:

P(x(t, ), x(t2 )) = P()C(O),x(t2 -1, ))
=iexp[—(x2 —2cxy + yz)/B] 3.14
= f(x,7),
ahol x=x(0), y=x(ti- t;), c=RJ(ti- t), A=2aR (0W1l-c’,

B=2R (0)(1-c*), Ry(t) pedig az x(t) korrelacios fiiggvénye. A (3.14) a

P(xy>0) valosziniiség a kovetkezo:
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P(xy > O) = defdyf(x, y) + de:[ dyf(x, y)

3.15
1 1 :
=5 + = arcsm[Rx(t)].
Az (3.13)-bdl pedig:
R, (t) _2 arcsin[Rx(t)]. 3.16

/

A korrelacios fiiggvények kozotti (3.16) kapcsolat pedig a Wiener-
Hincsine tétel felhasznaldsdval megadja a teljesitménysiirliség-spektrumok

kozti kapcsolatot:

S, (w)= ZI R, (t)cos(at )dt 3.17

sin(wr)
1)

=2[R,(1) dt, ahol I = x, y 3.18
0
mivel staciondrius folyamatot tételeztiink fel. Tehat arra az eredményre
jutottunk, hogy a transzforméacié soran az S@)~l/0% S,(w)~1/o'-ba
megy at.
Vizsgaljuk most meg az a €s a f kapcsolatat a=l esetre! Feltessziik,

hogy:
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,hat>1 -

1 1<1
Rx(t)z 1 3.19
1+1log(t)

Ekkor a (3.17) képletbe behelyettesitve:

S. =2 j 1- cos(ar )dt +2 j ﬁ cos(?)dt

og(?)

1% sin(x
1 ),
[ X
(1+log~j X
0]

Ha az I+loglv/w)-at w<<1 esetén log(l/w)-val helyettesitjik az

3.20

integrandusban akkor:

{ =
S (w)~2 - | sin(x) dr  w<<1

CHM
cologwa;

1 3.21
a)(log lj
@

A kimen9 jel teljesitménysiiriiség-spektrumat hasonl6an megkaphatjuk, ha
(3.19)-et behelyettesitjiik (3.18)-ba. Ekkor az alacsony frekvencids

tartomanyban:
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1
S, (@)~ 2 w<<l

2
a)(log a)) 3.22

Tehat arra az eredményre jutottunk, hogy az alacsony frekvencias
tartomanyban f=ca.
Megjegyezziik, hogy a fentihez hasonl6 modon be lehet latni, hogy a

szimmetrikus szintmetszés esetén [20]:

a,hal<a<l 3.23
p= a_;_l’ hal<a<?2.

A fenti eredmény numerikus szimulacidval is meger6sithetd, ez lathato a

(3.8) abran.

05 -

3.8 abra
Az eredé 1/f° spektrumii zaj B kitevéjének fiiggése az 1/f* spektrumii

eredeti zaj a kitevdjétdl a szimmetrikus szintmetszés sordn.
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3.3. A szintmetszés aszimmetrikus esetre

Mint azt mar az eldz6ekben is kihangsilyoztuk az eddigi amplitado
transzformaciok mindegyikére az volt a jellemzd, hogy a csonkolatlan
amplitudé tartomany magaba foglalta a vizsgalt zaj amplitidojanak
varhato értékét. Felvetodik azonban a kérdés, hogy mi a helyzet ha ez
nincs igy? Elvégezve a (3.1) képletekkel definialt transzformaciot
kilénbozd (b, c¢)>a szamparokra azt tapasztaltuk, hogy az 1/f zaj
spektruma mar nem marad invarians erre az amplitudod transzformaciora,

hanem erésen figg a b, ¢ szamparok magvalasztasatol (3.9 abra).

11
log S(f)

10 |

0 i 2 3 4

log f

3.9 abra
Az b=1, c=2 helyen csonkolt 1/f zaj spektruma

Ugy timik tehat, hogy az 1/f zaj tejesitménystiriiség-spektrumaban fontos
szerepet kap az amplitud6 varhat6 értékének szintje. Hogy megvizsgaljuk
mennyire fugg az 1/f zaj spektrumanak megvaltozasa a csonkolas soran az
amplitido varhato értékének szintjétél valo eltavolodastol, elvégeztik a
3.2 fejezetben leirt szimulaciot aszimmetrikus esetre is. Az aszimmetria
alatt itt azt értjiikk, hogy a metszési szintet nem a varhato értékre hanem a

folé¢ vagy ala allitottuk be, vagyis az (3.9)-ben a b-re: 0<b<3. Az eredd
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spektrumot most is 1000 minta atlagolasaval nyertiik, és a mintahossz itt
is 2%°-on volt. A nagy mintahossz itt azért is volt rendkiviil fontos, mivel a
haromszigma szabaly értelmében példaul a 3o szinten felvett szintmetszés
esetén mar csak nagyon kevés szamu billenés van (2%°-on mintahossz
esetén 1000 koriili). Ez is okozhatta a spektrumnak, a >2 estre tapasztalt
torzulasat. Az igy végzett szimulaciok eredményeit lathatjuk az alabbi
abrakon:

9 1
8 4
log S(f)
71 |
6 |
0 1 2 3 4
log f
3.10 abra

Az I/f zaj amplitiido transzformdcidja sordn nyert zaj spektruma a

metszési szint 1 o-ba valo helyezésekor
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I~\\\ T T T T
8, B
7t
log S(f)
6
50 } ! 1
0 1 2 3 4
log f
3.11

Az 1)f zaj amplitido transzformdcidja sordn nyert zaj spektruma a

metszési szint 2o-ba valo helyezésekor
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7
6.5

6
log S(f)
55

5
4.5

0 1 2 3 4
log f
3.12 abra

Az 1/f zaj amplitido transzformdcidja sordn nyert zaj spektruma a

metszési szint 2.50-ba valo helyezésekor
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\\\\
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55
5
log S(f)
45 T ]
4 |-
0 1 2 3 4
log f
2.13 abra

Az 1/f zaj amplitido transzformdcidja sordn nyert zaj spektruma a

metszési szint 3o-ba vald helyezésekor

Azt tapasztaltuk, hogy a spektrum még ezzel a transzformacioval is
hatvanyfiiggvény marad, vagyis 1/f* alakii. Az o azonban csak koriilbeliil
1o-ig marad kozelitéleg 1. Attol fiiggden, hogy mennyire tavolodunk el a
metszési szinttel a kozépértéktol, a spektrum annal jobban eltér az 1/f
ertéktdl. Azt azonban, hogy pontosan mi torténik a 20-30 savban (példaul
miért kanyarodik lefelé a spektrum a nagy frekvencias tartomanyban), egy

pontosabb méréssel, illetve elméleti uton is meg kellene vizsgalni.
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Hogy pontosabb képet kapjunk arrol, hogy a spektrum valtozasa
hogyan fiigg a metszési szint kozEpértéktol valo tavolsagatol, egy masik
szimulacio-sorozatot is elvégeztink. Itt 2'%-on hosszi mintakat
vizsgaltunk a (0o, 30) tartomanyban 0.20 lépésenként. Az eredd
spektrumot itt is 1000 minta atlagabol hataroztuk meg. Ekkor is azt
tapasztaltuk, hogy a spektrum megmarad //f* alakg, az o pedig a b
novekedésével egyre jobban csokken. Az (3.14) 4bra az a fiiggését

mutatja a szintmetszési hely megvalasztasatol.

O . 95 ]» T T T T T ]
|
L
.
\\‘\
-
09 [ \'\\
b\
\
a \

0.85 i 1
0.8 1
Oc 0.5¢ lo 1.5¢ 2c

A metszés helye

3.14 abra
Az lf zaj amplitid6 transzformdcidja sordn nyert zaj, o

spektrumkitevdjének fiiggése a metszési szint helyének megvdlasztdsdtol.
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4. OSSZEFOGLALAS

A szakdolgozat egy a természetben széles korben elofordulo zajtipust,
az 1/f zajt vizsgaltuk. Bar az 1/f zaj tobb évtizedes vizsgdlata rengeteg
eredményt hozott, de még mindig szamos megoldatlan problémaval
talalkozunk, ezért sziikség van a tovabbi kutatasokra, 1j modellek
keresésére.

A szakdolgozat készitésekor egy ilyen, nemrégiben felfedezett
tulajdonsag, az 1/f zaj spektrumanak, a zaj amplitudo-csonkoladsara
mutatott invariancidjanak tovabbi vizsgalatat thztik ki célul. Egy
specialis, nemlinearis amplitudo transzformaciot hajtottunk végre az 1/f
zajon, amely soran egy amplitidé értéket, mint metszési szintet kijelolve a
zaj amplitidoértékeit ugy transzformaltuk, hogy ha az eredeti amplitudo
érick a kijelolt szinten vagy folotte van akkor legyen az értéke egy,
kiilonben pedig minusz egy. Az igy nyert kétallapoti zaj spektrumat
hasonlitottuk 6ssze az eredeti zaj spektrumaval, illetve vizsgaltuk annak
fiiggését a metszési szint megvalasztasatol. A vizsgalatunkat
szamitogépes modellezéssel végeztikk szimmetrikus, illetve aszimmetrikus
esetre.

Azt tapasztaltuk, hogy ha a metszési szintet az amplitidé varhato
értékének szintjére helyezziik, akkor a transzformacio soran nyert zaj is
1/f spektrumu marad. Ezt az eredményt elméleti uton is alatamasztottuk,
illetve megjegyeztiik, hogy hasonléan viselkednek mas 1/f* spektrumi

zajok 0<ax<l esetben.
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Az aszimmetrikus esetben a kapott zaj spektruma tovabbra is
hatvanyfiiggvény marad, de az igy nyert spektrum kitevéje a szintmetszés
helyét6l jelentdsen fiigg. Ez a tapasztalat arra enged kovetkeztetni, hogy
az 1/f zaj esetén kilonosen fontos a kozépérték metszéseinek
statisztikdja. Ezzel az 1/f zaj egy ujabb eddig még nem ismert
tulajdonsagara derilt fény, amely kozelebb vihet az 1/f zaj jobb
megértéséhez, illetve tjabb modellek alkotasara ad lehet6séget.

A tovabbi kutatds egyik iranyat az aszimmetrikus szintmetszés
eredményeinek elméleti modelljének megalkotasaban jelolhetjiik ki.
Emellett a szakdolgozatban targyalt téma felveti mas olyan nemlinearis
amplitido transzformaciok esetleges létezését, melyekre az 1/f zaj

spektruma szintén invarians.
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FUGGELEK

1. A normilis eloszlasu 1/f* zaj el6allitasara szolgalé alabbi C nyelvii
programban az mdg() a Gauss-eloszlasu véletlenszamokat adja, az fit(...)
a gyors Fourier-transzformaciot végzi el. Az n az adatok szama (kettd
egész szamu hatvanya), alfa a kivant hatvanykitevd, az *x pedig az

adatokat tartalmazo tomb cime.

void NoiseFunc(double alfa, int n, complex *x)
{
nt 1;

double c,a;

=alfa/2.0;
for(i=0; i<n; i++)
{

x[i].re = mdg(),
x[1].im = 0.0;

}

ff(DIRECT, (int)ROUND(log(n)/log(2)), x);
for(i=1; i<n/2; i++)

{

c=n/pow(l, a);

x[i].re*=c;

x[1].im*=c;

x[n-1}.re*=c;
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x[n-1}.im*=c;

}

=1/2;

c=n/pow(i, a);

x[1].re*=c;

x[i].im*=c;

fit(INVERSE, (int)ROUND(log(n)/log(2)), x);
return,

j

2. A szintmetszést végz0 alabbi C nyelvii programban az n az adatok
hossza, a a szintmetszés helyét hatirozza meg, *x pedig a
transzformalando zajt tarolé complex témb cime. A fiiggvény visszatérési
értéke a szintmetszések szama. Ez a fiiggvény végzi a bemené adatsor

varhato értékének és a szorasanak a kiszamolasat is

int TruncateFunc(int n, double a, complex *x)

{
int 1, ugras;

double atlag, sigma;

atlag=0; sigma=0; ugras=0;

for(i=0; i<n; i++) atlag=atlag+x[i].re;

atlag = atlag/i,

for(i=0; i<n; i++) sigma=sigma+SQR(x[i].re-atlag);
sigma = sigma/i,

sigma = sqrt(sigma);
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a=a* sigma,

a=atlag + a;

for(i=0; i<n; i++)
{
if(x[i].re>=a) {x[i].re=1; ugras++;}
else if(x[i].re<a) x[i].re=-1;
}
return ugras,

}
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