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1. Bevezetés

Szamos érdekes kisérlet vezetett arra az eredményre, hogy bizonyos
nemlinearis rendszerekben a betapldt gyenge periodikus jel za hozzéadasaval
erésithet. Ez a jelenség nem csak fizikai kisérleti dsszedllitasokban, de az é6
rendszerekben is megfigyelheté (példdul a folyami rék legyezé farkaban
elhelyezked6 receptorok, illetve a mokus-majom hall i degének vizsgal atakor).

A szakdolgozat célja ezen jelenség, a sztochasztikus rezonancia numerikus
modellezése, ehhez egy szamitdgépen futd program készitése. Ehhez szilkségink
van egy olyan eljarasra, mely egy adott differencialegyenlet megoldasgorbéjét
hatdrozza meg. Ha rendelkeziink ezen jelalakkal, az ezen végzett késobbiekben
targyalandd miveletek (teljesitménysiriseg spektrum, jel-za) viszony szamités)
eredményekeént van lehet6ségink a jelenseg tényleges bemutatéséra, vizsgaatara.
A sztochasztikus rezonancia termeészetesen kisérleti Gton is vizsgdhaté. Ehhez
azonban komolyabb eszkdzokre van szilkség, mig a numerikus modellezés estén
elegends egyetlen PC, valamint a megirt program. Mésrészt |ehetéség van arra,
hogy esetlegesen olyan tartoményokban végezziink modellkisérleteket, melyeket
laboratériumban nem sikerdilt elérni.

A sztochasztikus rezonancia bizonyos sztochasztikus folyamatok soran
kovetkezik be, ezért elsbsorban meg kell ismerkedniink a sztochasztikus jelekkel,
illetve a sztochasztikus jelek kilonbdzo fontos statisztikai  jellemzoinek
leirasdhoz szilkséges fliggvényekkel, mennyiségekkel. Ahogyan latni fogjuk,
megfelelé jelmodell esetén a szamunkra fontos mennyisegek kiszamitasa sokat
egyszerisodik, ezzel is megkodnnyitve munkankat.

Ezek utdn megismerkedhetiink a sztochasztikus rezonancia jelenségével,
egy-dimenziés modelljén keresztll. R&viden attekintjlk a sztochasztikus
rezonancia torténetét, majd a jelenség magyarazatéra alkotott elméletek kdzUl
ismerkedtink meg eggyel.

Ezek utan mar hozzdédhatunk a modellezés leirdsdhoz. Ennek
matematikai hétterének rovid attekintése utan arrdl lesz sz6, pontosan hogyan is

zgjlik a szamitas, milyen korilmeényeket kell biztositanunk



Ezek utdn a kapott eredmeényekrol gjtink par szét. A dolgozat legvégén
taldhat6 mellékletben a program haszndlati Utmutat6jan kivil a hasznaathoz
szllkséges adatok taldlhatok, tablazatszerti elrendezésben.



2. Sztochasztikus jelek leirasa

A  sztochasztikus  jelmodellek  (sztochasztikus  folyamatok) a
kolcsonhatasok véletlen jellegét leird valosziniségi eseménytér minden eleméhez
egy-egy idoéfuggvenyt rendelnek hozzd A sztochasztikus folyamat felfoghato
idoflggvények egy olyan sokasagaként, melynek elemeit az eseménytér elemei
generdjak, illetve mint egy folytonos (id6-) paramétertol fliggd valbsziniségi
vatozo.

Altalanosabban szdlva, legyen |# 0tetszleges indexhalmaz és (Q,A,P)
egy valosziniiségi mez6. Az O értéki valosziniiségi vatozok egy {X,:tO1}
csalddjdt | paraméterii (indexhalmazl) és O alapotterii  sztochasztikus
folyamatnak(véletlen folyamatnak, véletlen fliggvénynek) nevezzik. Esetlinkben
az | hamaz az O val6s tengely vaamely [t,,T] intervalluma, (t, <T) és t
paramétert mint idot interpretéjuk. Megengedettek a t, = -, illetve a T=w
estek, egymastol fuggetlentil.

Ha {X, :tO[t,, T} egy sztochasztikus folyamat, akkor minden rogzitett
tOft,,T] esetén az X, egy O értékii val6sziniiségi valtozo, mig barmely régzitett
«0Q esetén (tehd minden megfigyelésre) X egy [t,, T]-n értelmezett O értékii
flggvény. Az igy addéd6 flggvényt a sztochasztikus folyamat realizéaci6janak
(trajektorigjanak, lefutdsanak) nevezzik

Az {X :tO[t,, T]} sztochasztikus folyamatot akkor tekinthetjik adottnak,
ha

P[X, = x] =F(x)
1) PIX, €Xpon X, €%, =F (XpeaX,)
véges dimenzi6s el oszl 4sai is adottak, ahol t,t, Oft,, T], x,x, 00 ésn=>1.

Az eloszlasfliggvények ezen rendszere nyilvanvalGan kielégiti a kovetkezo két
feltételt:



a) Sammetriafeltétel: Ha {i,,...,i } az 1....,n szdmon egy permutécidja, akkor

tetszoleges idopontokra és n = 1-re érvényes, hogy
(2.2) Fi ot (XX ) =R (X X,).
b) Kompatibilitas feltéte:m<n és tetszéleges t,.,....t, Oft,,T| esetén
érvenyes, hogy
(2.3) Foot ot (X Xy, 0) =F (X, X)) -
Sok gyakorlati esetben a sztochasztikus folyamat nem mint vaamely
valosziniségi mezén értelmezett valosziniségi vatozocsalad van megadva,
hanem a fent emlitett eloszlasoknak olyan Osszessegeként, melyek
eloszlasfiggvényei kielégitik a szimmetria- és kompatibilitasi feltételeket. E két
megfogalmazés egyenértékiisege az aldbbi tételbol kdvetkezik:
Kolmogorov alaptétele: Eloszlasfliggvények minden olyan csaladjahoz, amely a
szimmetria= és kompatibilitasi feltételeknek eleget tesz, |étezik egy (Q,A,P)
valsziniiségi mez6 és azon egy {X,:tO[t,, T} sztochasztikus folyamat,
amelynek véges dimenzios eloszlasai épp az €l 6re megadott el oszl &sok.

Nagyon sok esetben az eloszlasfiggvényeknek csak az elsd és
masodrendii  alakjait haszndljuk, mert alkalmazhatjuk a Markov-folyamat
modellt, melynédl az elsé és masodrendii fliggvények teljes leirast tesznek
lehetévé. Egy sztochasztikus folyamatot Markov-folyamatnak neveziink,
amennyiben a folyamat egy t, idopillanatbeli ismerete elegendé a t .,
idépillanatbeli szarmaztatdsanal, a miltbeli viszonyok ismerete nem szilkséges.

A sztochasztikus folyamatokat leird legfontosabb paraméterek a
kovetkezok:

A folyamat vérhato érték-ido flggvénye:

(2.4) 10 =E{x} = [xf,dx,.

ami azt fgezi ki, hogy a folyamat atlagos szintje hogyan alakul az id6
flggvényében.
A folyamat négyzetes kdzépérték-ido flggvénye:



25 w0 =)= [, (x)x,

ami afolyamat atlagos teljesitményével aranyos.

A folyamat varianciga

(26) var{x } =E{(x, ~E{x}f |= w20 -1,

annak mérészama, hogy a pillanatérték milyen mértékben tér el az atlagtdl.

A folyamat autokorrel&ci6 flggvenye:
(2.7) R, (ti,t,) =E{xtlxt2} =_[_[thxtzfx,1x,2 (X, X, Jdx, dx,

mely fizikai jelentését tekintve az idében eltolt mintavételi értékek kozotti
atlagos, kolcstnos teljesitménnyel ardnyos.

A folyamat autokovariancia fuggvenye:

(2.8) Couc(tr 1) =B{(x, —E{x, fJx, —E{x }} =R (tr,tr) =1 (0B, (L)
mely a variancia fogalom atal énositasa eltolt mintavételi értékek esetére.

Két folyamat keresztkorrel&ci6 flggvenye:
(2.9) Ry (tt) =E{x, Y, }= [ [X Yoty (Y0 )dx, Dy,

mely két sztochasztikus folyamat kilénb6zé idépontokban felvett értékel kozotti
atlagos, kolcsonos teljesitménnyel ardnyos.

Két folyamat keresztkovariancia fliggvénye:

(2.10) C, (t,1,) =B{(x, —E{x f)v., —Ely, ) =Ry (t0.t2) — 1 (0B, (L)
mely a variancia fogalom ataldnositasa két sztochasztikus folyamatra és eltolt
mintavételi értékek esetére.

Sok gyakorlati probléma esetén fontos, hogy a sztochasztikus folyamatot a
frekvenciatartomanyban is jellemezni tudjuk. Erre a célra a teljesitménysiiriség
fliggvény hasznalhat6, mely azt adja meg, mekkora teljesitmény jut egy adott
frekvenciasavba. A teljesitménysiriség flggvény a sztochasztikus folyamat
autokorrel &ci6 fuggvényének Fourier-transzformdltja:

(2.11) S (f)= TRXX(T)eXp(—ZTlifT)dT.



A sztochasztikus folyamatok fontos esetei a stacionarius folyamatok. Egy
folyamatot gyengén stacionariusnak nevezink, amennyiben elsé és méasodrendii
siriségfiiggvényei az idétengely eltolasara nézve invaridnsak, igy a
sztochasztikus folyamat statisztikal jellemzoi az abszolat id6tol fuggetlenek. Ez
azt jelenti, hogy a fent felsorolt mennyisegek kozll a varhatd érték, a négyzetes
kdzépértek, valamint a variancia dlandd, az autokorrelécio, autokovariancia,
keresztkorrel&cid, keresztkovariancia flggvények pedig csak a bennik szerepl6
két idépont tavol sagétdl fuggnek.

A gyakorlatban fontosak az Ugynevezett ergodikus folyamatok. Ezek
esetében a sokasdg szerinti dtlag a teljes idétartoményra vonatkozé atlaggal
egyezik meg, mely a statisztikai paraméterek szamitését sokban |leegyszeriisiti.
Ekkor a sokaség szerinti atlag helyett (melyhez ataldban nincs megfelel6en sok
Kisérleti eredmény), egyetlen realizacidbdl szémitott idéétlag meghatérozasa
elegends. A szdmunkra igazan fontos teljesitmény-siriség spektrum ilyenkor a
kovetkez6 mddon szamithato:

2

(2.12) S(f) = F(f)*| =

Tx(t) exp(—i2mft)dt

Figyelembe kell azonban vennink, hogy mivel csak véges megfigyelés
idétartam &l rendelkezésiinkre, a meghatérozott statisztikus jelparaméterek csak
becsllt értékek, azaz szintén statisztikus ingadozast mutatnak. Ezen ingadozasok
kiklszobolése minél hosszabb megfigyelési idétartam véalasztésaval, illetve
atlagolési folyamat beiktatasaval teheté meg.

A zgjja terhelt folyamatok jellemzésére haszndlhatjuk az Ugynevezett jel-
zaj viszonyt. A jel-za viszonynak (SNR) Kkétféle definicigja is van,
meghatérozésdhoz mindkét esetben a teljesitménysiiriiség-spektrumot hasznaljuk
fel.

Egyrészt legyen az alapfrekvencian ajelamplitidé S, a zgjé N. Ezek utan
az SNR-t a kovetkezo képlet adja:

(2.13) SNR :%,

illetve szokasos a mennyiséget logaritmikus skédlén, decibelben megadni:



(2.14) SNR =10 El]g% .

A masik definicié szerint a felharmonikusokat is beleszamitjuk a jelbe,
ekkor persze a zajt sem csak az aapfrekvencian vesszik figyelembe, hanem
agymond a “teljes’ zajt szamitjuk, vagyis a teljesitmény-siriség spektrum
integraljét. Ekkor a definicio a kdvetkezoképp néz ki:

ify +Af

(2.15) S=Ylim [S(faf,
i=1 Af-0 ify —Af
(2.16) N =[S, (f)df, és
0
S
2.17 NR =2
(2.17) SNR ==

Természetesen ebben az esetben is haszndhatjuk a (2.14) egyenlet atal definialt
logaritmikus skdldn mért jel-zaj viszony definiciot. A (2.16) egyenletben az
S, (f) jelolés a zg) teljesitménysiriseg spektrumat jelenti, melyet Ggy kaphatunk,
hogy S(f)-bél “levagjuk” ajelnek megfelelé kiugrasokat.



3. A jelenseg alapjai

A sztochasztikus rezonancia (SR) megfigyelésekor periodikus és
sztochasztikus jelek egyidejiic hatésait vizsgdljuk egy multistabil nemlinearis
rendszerben. A jelenségnek rengeteg felhaszndldsa van, tdbbek kozoétt olyan
eszkdzok étrehozasa, melyek zajos méagneses mezok detektdlasara alkalmasak, a
zdjja terhelt digitélis informécioszallités vizsgalata, valamint a zgj altal indukalt
informaci 6tovabbités az érzékel 6 neuronok kozott, az €6 rendszerekben.

Az SR-t, mint fizika jelenséget egydimenzids esetben konnyi
megmagyarézni. Képzeljunk el példaul egy kotott részecskét, mely egy két
minimummal rendelkez6 potencidtérben mozog. Ilyen potencidlt ir le példaul az

1
U(x)=—gx2 +%x4 egyenlet. Ezen potencidtér két minimuma a iC=i[%j2

értékeknél helyezkedik el, a minimum értéke AU, = (U(x =0) -U(x =c)). Tegyuk
ki ezt a részecskét valamilyen véletlen erének. (Példaul a rendszert holégfirdobe
helyezhetjik, igy a véletlen er6k homeérsékleti ingadozasokbdl szarmazhatnak.)
Ez az egyszeri modell a kiinduldpontja szdmos molekularis dinamikai
modellnek. Ezen Kkivll feltételezzik, hogy a rendszerben egy periodikus
modulécié is hat, mely gyenge és additiv. Az additiv Ugy értendd, hogy a
modul&cié fizikai hatdsa az, hogy ide-oda “ringatja’ a potencidlt. Ennek az az
eredménye, hogy vatakozva emeli, illetve mélyiti a potencidvolgyeket, nem
vétoztatva az Oket elvdlasztdé korld magassagét. (Osszehasonlitasként a
“multiplikativ’ modulacié csak a korl& magassagat valtoztatja, valtozatlanul
hagyva a volgyek szintjeit.) A gyenge azt jelenti, hogy a periodikus modul &cié
amplitaddja kisebb, mint a korldt magassaga. Ez azt eredményezi, hogy zaj (azaz
a sztochasztikus eré) hidnyaban a részecske mozgasa mindig arra a
potencialvolgyre korldtozott, melyben a kezdeti idopillanatban volt. Ezzel
ellentétben zg jelenlétében (mindig fel fogjuk tételezni, hogy a zg fehér zg)
mindig lesz valamekkora nem 0 val6szintisége annak, hogy a részecske “atugrik”

az egyik volgybol a masikba.



Vizsgdjuk most a volgyek kozotti valtasokat. Az SR a modulécios

frekvencia és a Kramer-szam (r,) kolcsonhatésa miatt [ép fel. A Kramer-szam

megadja a masodpercebkénti atlagos valtas szamot a modul datlan rendszerben.

GD  r = reirelenc ),

ahol U"(0) a potencidgét gorbilete, mely a ké volgy kozott helyezkedik
el(x=0-ndl), U'(c) a volgyek “ajanak" gorbulete (x =+c-nél). A két vonas
természetesen a masodik derivatat jelenti, x szerint. A moduldatlan
gatmagassdg AU, =(U(x =0)-U(x=c)). A za intenzitassa D, mely a za|
autokorrelacios fuggvenye atal definidt. Ez fehér za esetén Dirac-delta
flggvény.

(3.2 R (t,5) = 2Dd(t - s)

Modulacié hidnydban a részecske atugrik az egyik volgybél a masikba,
“véletlen” idopontokban, és “véletlen” hosszUsagu idot tolt valamelyik volgyben,
ahogyan azt a l.a)Abra mutatja. A mozgés ugyanazon volgyben maradva
sztochasztikus. Gyakran azonban csak az érdekes, hogy a részecske melyik
volgyben van, ilyenkor a volgyon bellli mozgast “eltintethetjik” (filterezés),
peldaul, ha az x(t) értéket +1-gyel helyettesitjuk, attdl flggéen, hogy a
részecske éppen melyik volgyben taldhato. Feltételezve, hogy az alépés ido
kicsi az étlagos “volgybenmaradasi” idohoz képest a filterezés utan kapott jelalak
a 1.0)Abran 1&thato.

Most tételezzik fel, hogy a részecske ki van téve egy gyenge periddikus
modulécidnak, « frekvencian. Ahogy emlitettik a gyenge azt jelenti, hogy a
periodikus eré 6nmagaban nem elegendé ahhoz, hogy a részecske “véatson” a két
potencialgbdor kozott. Za jelenlétében a részecske étléphet egyik volgybsl a
masikba, mely valtasok kapcsolatban vannak a modulécidval (érthetéen
amennyiben a potencialvolgy magasabb, kisebb zg is elegendé a vatéashoz). A
potencia most id6fliggo
(3.5 U(x,t) =U,(x) + AlxIsin(a«t)

11—
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és ha A<<AU,és «w<<r,(ahogy a késobbiekben l&tjuk, ez az adiabatikus
kozelités) a Kramer szam idoflggove vaik, és kozelitoleg a kovetkezoképp
irhaté fel:

AU, — Ac sin(w(1)
D

=r,exp(Acsin(« [t) / D)

(36) ) = [ W) exn- ),

Elenyészéen kicsi zgjintenzitas eseténr r 0-hoz tart, ilyenkor a periodikus
modul&ciétol valo fuggés elenyészik. Nagyon nagy zgjintenzitdsok esetén a
periddikus gerjesztészol valo flggés ismét kicsi lesz, a rendszer valasza teljesen
sztochasztikussa, véletlenszerivé valik. Ezen két hatér kozott létezik egy
optimdlis zgjintenzitds, mely maximalja a flggést. Innen ered a rezonancia
elnevezés. B& a jelenség nyilvan eltér a determinisztikus rezonancidktdl, a
kifejezésnek jol definidlt statisztikai jelentése van. A determinisztikus rezonancia
akkor kovetkezik be, amikor példaul aramkoérékben bizonyos tarolok (példaul
egy tekercs és egy kondenzator) kozotti periodikus energiacsere amplitiddja
maximalis, valamely paraméterérték (ataldban a frekvencia) esetén. A vizsgalt
modellben a val6szintiségi siiriiségek az egyes volgyekben (melyek viszonylagos
részecske populéacidkat jelentenek) periodikusan valtakoznak. A popul&cios
maximum ezek szerint valtakozik a két volgy kozott, mely val bs energiacserének
felel meg. Mivel ennek amplituddja ténylegesen maximummal rendelkezik egy
kitUntetett zajintenzitas esetén, jogosnak vélhetjiik a rezonancia elnevezést.

Az SR vizsgdatanak két aapveté megkozelitéess modja lehet.
Vizsgdhatjuk a redukdlt, kétdllapotl rendszert, ahol csak az szamit, hogy melyik
volgyben taldlhato a részecske egy adott idopillanatban, illetve ateljes dinamikét,
mely a vatasokon kivil informaciét hordoz az egyes volgyekben torténd
sztochasztikus mozgésral is.

A leggyakrabban hasznalt mennyiseg az SR vizsgdata soran a
teljesitmény-siriseg  spektrum. Vaddi fizika jelenségek sorén, melyek
szimmetrikus U(X) potencidltérben jatszodnak le, a spektrum a Lorentz-gdrbe
alaka zajbdl élesen kiugro vonalakbdl al, csokkené amplitidokkal, a modul&cids

frekvencia pératlan szdml tobbszoroseinél. A potencid  szimmetrigjanak



megsziintetése esetén gyengébb kiugrésok jelennek meg az alapfrekvencia paros
szamu tobbszoroseindl. Az SR-t demonstralhatjuk azzal, hogy a jel-zaj viszony
0-r6l novekedve egy maximumon halad keresztil (mely egy optimalis
zgjintenzitasnd helyezkedik €l).

A teljes dinamika estén az SNR veégtelenbe tart, amennyiben a
zgjintenzitas 0- hoz konvergdl, kdszbnhetéen a volgybeli (zaj nélkll) teljesen
periodikus mozgasnak.

Egy mésik kvantitativ jellemzési lehetéség, mely szintén jol demonstrdlja
a sztochasztikus valasz és a modulécié egymésra hatését, a “volgybenmaradasi

id6” valésziniségi sirisegfiggvénye, P(T) vizsgdlata. Ezen mennyiség Gauss-
tipustl gorbék sorozatabdl al, mely gorbék “kdzéppontja’ a % fél periédusido

paratlan szami tobbszoroseinél  helyezkedik €. A kiugrédsok ekkor
exponencidlisan csokkené amplitudot mutatnak a novekvé T felé. Rovidebb
idotartamokra az amplitidonak maximuma van. A targyalds soran mi a jel-zg

viszonyt vizsgéljuk.



4. Torténeti attekintés

Az SR mechanizmusét el6szor Vulpiani és munkatarsai(1) vetették fel és
vizsgdltak, mint egy érdekes jelenséget a nemlinearis dinamikdban, melynek
hasznos felhaszndlésai lehetnek. A f6 elméleti probléma az, hogy kilso, idében
vatozO modulécio jelenléte esetén a sztochasztikus folyamatok nem
staciondriusak, kovetkezésképp az adott Langevin-egyenlethez tartozd Fokker-
Planck egyenlet egzakt modon nem megoldhatd a valdsziniiségi siriségre.
Ezdlta a nemstacionarius F-P egyenletek megoldasa csak kozelitésekkel kaphatd
meg. Ezen “kora” akotok ezért az é&tlagos tartozkodas idére kerestek
kozelitéseket, hogy demonstralhassék, hogy ezen id6 a kilso gerjeszté modul &cid
periodusidejének felével Osszemérhet6vé vélik, a zgintenzitds vaamely
optimdlis értéke esetén.

A periodikusan vezérelt sztochasztikus rendszerekre  vonatkozd
“tartozkodas id6” elméletet, mely kikertli a nemstacionarius F-P egyenletekkel
lév6 problémékat, mér kordbban kifejlesztette Eckmann, Thomas és Wittwer(2),
és ezt a sztochasztikus rezonancia jelenségekre is sikeresen akamaztak.
Megemlithetjik, hogy ilyen tipusi méréseket tényleges fizikai SR-rendszerek
esetén csak az utébbi néhany évben kezdtek végezni. 1982-ben Vulpiani és térsai
Parisival kiegésziilve(3) egy cikket jelentettek meg, melyben a jégkorszakok
valtakozasat a sztochasztikus rezonancia jelenségével magyardzzak. Ezen
magyarézatot t6lUk flggetlentl felvetette C. és G. Nicolis(4) is, akik a maig is
hasznos adiabatikus kozelitést is javasoltak.

A sztochasztikus rezonancia szempontjdbol vizsgélva a Fold klimgét, az
egy egy-dimenzios kétdllapotu potenciallal modellezhets, melyben az egyik
stabil dlapot a nagymértékben jéggel boritott, a masik pedig a jégkorszakok
kozotti “normalis’ klimaval rendelkezé Fold. A kils6 zaj, mely a napsugarzés
évi valtakozasabdl szarmazik, azt okozza, hogy a rendszer “véltogat” ajégkori és
a normdlis klima kozott. Egy ilyen valtasi-idosorozat, mely nagyjabdl kétszaz
elembdl al, és egészen 3,5 millié évre nyllik vissza, az *0O/*O izot6pok
aranyabdl szamithatd, melyek a megkdvesedett tengeri allattetemekben



taldhatok. Ez az ardny valtozik a jégkorok sordn, foként annak kdszonhetden,
hogy a felszini réteg *O-ban gazdagabb. igy a *0-o0s viz “bezérddik” a
jégtablakba, ezédltal a meg nem fagyo viz *® O-ban gazdagabb lesz. Ahogy arrdl
mé& sz volt, a kilsd zag a napsugarzas vatakozasabol szarmazik, mely
megvaltoztatja a visszavert és beérkezé sugarak egyensulyét, a periodikus
100000 év.

1983-ban Fauve és Hedot(5) kvantitativ méréseket végeztek, zgjjal
vezérelt és periodikusan moduldt aramkorokben. Az &ramkdrben Schmitt
triggert hasznaltak. A Schmitt trigger két allapota kozoétti vatas “logikga’ az
alébbiak szerint képzelhet6 el: véltas jon létre A-bol B-be, ha még nem vagyunk
a B dlapotban és a zaj aulrdl étlép egy bizonyos x, also kiiszobdt. B-bol A-ba
vdltas jon létre, amennyiben még nem vagyunk az A-dlapotban, és a zg
keresztezi az x, klszobdt, feltlrél. A zajjal vezérelt Schmitt trigger kimenete
preciz reprezentécidja egy idedlis kétallapotu rendszernek. Mivel a két alapot
rogzitett (a kimeneten kétféle feszilltseg mérhet6), a volgyon bellli mozgas nem
vizsgdhat6. Fauve és Heslot a kimeneti teljesitményspektrumot mérték, ebbdl
szamitotték ki a jel-zg viszonyt. Azt figyelték meg, hogy ez a mennyiség a zgj
novelésével egy maximumon megy keresztill, ezzel elsoként demonstrdtédk a
sztochasztikus rezonancia jelenségét laboratériumi  kortlmények kozott. Azt
talatak, hogy a maximum helye a zajintenzitas olyan értékénél adddott, mely
esetén a Kramer-szam a perturbdlatlan rendszerben (r,) a modul&cios frekvencia

kétszeresének adodik.



5. Wiesenfeld és McNamara adiabatikus elmélete

Ahogyan arr6l mér szo6 volt, kétfajita modellt szokas alkalmazni a sztoc-
hasztikus rezonancia vizsgdatakor: a teljes dinamika vizsgdd, illetve a
kétallapotu modellt. Mindkét esetben az elméletek két csoportba oszthatdk: az
adiabatikus kozelitések, és a nem adiabatikus szamitasok. Bér eredetileg az
eszkozoket, melyekkel a Fokker-Planck rendszerekkel banni lehet az adiabatikus
kozelitést hasznalva, Carolli(6) adta meg, ezeket a sztochasztikus rezonancia
problémékra C. Nicolis(4), illetve legUjabban Bryant, Wiesenfeld és
McNamara(7) akamazta. Az elsé hasznos elméeti magyarézatot az SR
jelenségére (ezt akozelitést hasznadlva) McNamara és Wiesenfeld(8) adta.

Ezen elméletben az adiabatikus sz6 azt jeldli, hogy az idébeli vAltozasok a
potencidlban annyira lasstak, hogy Ugy képzelhetjik, a valdszinisegi siriség
“adiabatikusan” koveti a potencidl vatozésdt. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy

a kilsd gerjesztés frekvencigia kicsi legyen minden més é dimenzigju

mennyiséghez képest. Egy nyilvanval0 véalasztés lehet az Gsszehasonlitashoz a
Kramer-szam r,. Masik lehet6ség a potencid gorbilete (mésodik derivaltja)
kozel a gat teteiéhez, illetve a volgyek ajan. llyen kordlmények kozott a
stacionarius F-P dinamika hasznalhat6, hogy kiszamoljuk a lassan valtozo idotol
flggé mennyiségeket, mint példaul a valésziniségi siriség, illetve a korrelacios
flggvények.

Célunk a teljesitményspektrum kiszamitasa, egy két stabil alapottal
rendelkez6 potencidtérben mozgd részecske esetén. Jeloljék az x, diszkrét
valtozok a részecske helyét a bal(+), illetve a jobb(-) potenciavolgyben, a
megfelel6 valosziniségek n,(t), melyekre igaz, hogy n,(t)=1-n_(t). Ezek
segitségével felirhatjuk az egyes volgyekbol vald vatas Utemére vonatkozo
egyenletet:

(5.1 dn, :—dL:W_n_ -W,n,.
dt dt
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Vegylk észre, hogy egyedili dinamikus vatozéink a részecske
populaciok az egyes potenciavolgyekben. A valdsziniségi siriségfliggveny
ennek kovetkeztében két Dirac-delta fliggveny Osszegére reduka odik, melyek a
két minimumban helyezkednek e, és n, , illetve n_ értékekkel vannak silyozva.
Ahhoz, hogy a fenti egyenlet megoldhatd legyen, szikségink van W,
valamilyen kozelitésére. McNamara és Wiesenfeld ezt a kdvetkezoképp tette
meg:

(5.2) W, =

+

N |

(o, xa,n,coswyt+--),

ahol n, :%, és a,, vaamint az a,n, Szorzat a rendszer paramétereikeént

tekintett. Ezt a formulét kdzvetlentl megkaphatjuk a

AU, — Ac sin(w(1)
D

l n n }
(5.3) r(t) = E[UU O)|W'(c)] exp(- )
egyenletbsl, amennyiben a,-nak az “alap” Kramer szamot, r, -t tekintjuk. Ekkor
a rendszer masik paraméterére a,n, E%. Az egyenlet a kovetkezé alakra
redukal odik:
(5.4) (t) Or, {1+ %sinwt} ,
amely egy fazisfaktortdl eltekintve W, fenti kozelitésének felel meg. A (5.1)
egyenletbél megoldast kaphatunk n, -ra, melynek segitségével meghatérozhatd
az autokorrelacios fuggvény. A Wiener-Khintchine elmélet alapjan ebbdél a

teljesitménysiiriiség spektrum
22 4(x*)a x?)a‘n?
(5.5) S(e) =|1-——allo_ <2 ) o +T[< 2> 0 Swo-cay).
20 +wy) | ap +w g +w

Ebbdl az eredménybdl két szamottevé megallapitast is levonhatunk (melyeket a
kisérletek is igazoltak). Egyrészt a teljesitményspektrum a kdvetkezéképp irhatd
le: a Lorentz-gorbe alaku hattérzajbdl kiemelkedik egy delta-fliggvény az
alapfrekvenciandl. Masrészt a zg és a jel egylittes teljesitménye allandd. Ez az
eredmény azt mutatja meg szamunka, hogy egy ilyen bistabil rendszerben a za



megfelelé alkalmazésa a bemeneten nagyobb “rendet” okoz a kimeneten. Ez egy
linedris rendszer esetében nem lenne | ehetséges.

Wiesenfeld és McNamara ataanositottak elméletiket, ennek eredmeé-
nyeként lehetéség nyilt a teljes dinamikat haszndlé modell leirasara is. Ekkor a
potencid alakja:

(5.6) u(x,t) = —%xz +%x4 — AXCcosw,t,

2
ahol a perturbdatlan (A =0) potencidra AU, :Z—b a minimum értéke, mely a

tC

i\/é értéknél helyezkedik el. Ennek aapjan a Langevin-egyenlet a

kovetkezd alakban irhato:

(5.7) x=-0U (xt)=aXx-bX® +ACOSth+\/EE(t)_
Ebben az esetben a paraméterek a kovetkezé alakot dltik: o, = J2a exp ~8Y, :

a,=2a, és 1, = %, melyeket behelyettesithetiink a teljesitménysiiriiség

spektrum el6bb is hasznalt felirdsdba, mely igy a kdvetkezé alakot Olti:

-
aAcr’ ac?r 5 aArc?
[T[DZJ W2 T L
(5.8) S(w)=|1- +

2 2 2
Z(arj + 0 z(arj +w’ z(arj + 0
T T T

(W= 0x,),

ahol r = exp _%UO . Ebbé| ajel-zaj viszony:
\EaAzczr
(5.9) SNR = 4D°
aAcr
TD2

melyre kis modul aci0s eré esetén az aldbbi kozelités adhato:

- AU,
.

2.2
(5.10) SNR 042 a:_\D‘; exp



6. A modellezés matematikai hatterérol

A  sztochasztikus  rezonancia numerikus modellezéséhez  egy
sztochasztikus differencidlegyenlet megoldasa a célunk. Egy ilyen egyenlet
megoldasa mindig Markov-folyamat. Ezen folyamattal ismerkediink meg
részletesebben el6szér. Ahhoz, hogy egy sztochasztikus differencidlegyenletet
megoldhassunk, sziksegink lesz a Wiener-folyamat ismeretére, ennek
segitségével kiszobolhetjik ki a fehér zajt az egyenletbél. Hogy ez hogyan
tehet6 meg, azzal a feezet végén foglakozunk. Ezek utan a

differenciaegyenletek numerikus médszereirdl gtink pér szét.

6.1. Markov-folyamatok

Klasszikus fizikai folyamatok esetén mindig érvényesll az Ugynevezett
oksdgi elv, mely szerint elegendé egy bizonyos rendszerdllapot ismerete az
Osszes jovobeni idoponthoz tartozé &lapot meghatérozasahoz. Ez a tény
analitikusan a kézonséges differencialegyenletek elméletében fejezodik ki Az
(6.1) x, =f(t,x,)
differenciadlegyenlet azt jelenti, hogy az x, vatozas sebessége a t idopillanatban
csak x,-t6l és t-t6l fugg, de nem fugg az x.,s<t értékektdl. Ezen elv

kiterjeszthet6 a sztochasztikus dinamikus rendszerekre is.

A sztochasztikus folyamatok specidlis esetel a Markov-folyamatok. Ezek
rendelkeznek az Ugynevezett Markov-tulgdonsaggal, melyet szavakban a
kovetkezoképp fogamazhatunk meg: Ha egy rendszer alapota egy bizonyos s
idépontban ismert, akkor a t>s idépontban vald sztochasztikus viselkedésére
nézve a t<s idopontokban fenndlld alapotokra vonatkozé tovébbi informéacid
nincs befolyassal. Ezt szokas Ugy megfogalmazni, hogy a vizsgalt folyamat
“memorianékili”, més széval utdhatdsmentes.

A definici6 matematikai leirdséhoz vegylk figyelembe, hogy a
sztochasztikus X, folyamat az (Q,A,P) valosziniiségi mezén van értelmezve.

Mindig tekinthetjik Ugy, hogy



(6.2) Q=nl,

a [t,,T] intervallumon értelmezett dsszes O értékii fiiggvények tere,

(6.3) A =BleT],

az 00 beli Borel-halmazok &altal generalt szorzat o -algebra, és X, = w(t), minden
«0Q esatén. A P valosziniiseg ezek utan Kolmogorov alaptétele szerint az X,
folyamat veégesdimenzios eloszlasai d&ta egyértelmien meghatarozott
val6szintiisegi mérték az (Q,A) mérheto téren. Legyen t, <t, <t, <T esetén
(6.4) A(t,t,) = AX, t, <ts<t,)

A azon legsziikebb rész o -algebrga, melyre nézve az X,,t, <t, valosziniségi
véltozok mind mérhetéek. Szemléletesen szdlva az A([t,.t,]) tartalmazza az X,
folyamat t,-t6l t,-ig terjedd idoszak alatti torténetét, vagyis azokat az
eseményeket, amelyeket kizérdlag az X, folyamat [t,t,]-beli lefutésira
vonatkozd feltételek hataroznak meg. Ezek utdn m& meg tudjuk adni a
matematikal definicidt.

Definici6: Az (QAP) valosziniség mezén értelmezett  [t,,T]
paraméterredl és O dlapottérrel rendelkezé {X, :tO[t,, T} sztochasztikus
folyamatot (elemi vagy gyenge) Markov-folyamatnak nevezzik, ha
t, <s<t<T ésminden BOB esetén 1 val0sziniiséggel teljestl a
(6.5) P(X, OB|A[t,.s]) =P(X,0B] X,)

Ugynevezett (elemi vagy gyenge-) Markov-tulajdonsag.

A fenti P(X,0OB|X,) feltételes valosziniseghez tartozik egy P(s, X,t,B)

feltételes eloszlas, melyre igaz a kovetkezé néhany allitas:

a) Barmely rogzitett s<t és BB esetén

(6.6) P(s, X,,t,.B) =P(X, OB | X,)

1 val6sziniseggel fennall.

b) A P(s,x,t,B) flggveny valoszinisegi mérték B -n, minden rogzitett s<t
és xOO esetén.

C) AP(s,x,t,B) flggvény B -mérhetd, minden rogzitett s<t és BB esetén.
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d) Barmely t, <s<u<t<T, BOB, valamint minden x OB esetén (esetleg
egy N O 0,P[X, ON] =0 halmaz kivételével) érvényes a

(6.7) P(s,x,t,B) = j P(u,y,t,B)P(s,x,u,dy)

ugynevezett Chapman-Kolmogorov egyenlet.
e)  Minden sO[t,, T] é&sBOB esetén

1, ha x OB
6.8 P(s,%,5,B) =g (x) =
(6.8) (%8B == e

Definicio: Egy P(s,x,t,B) flggvényt, amely rendelkezik a fenti b) - €)
tulgjdonsagokkal, é&menet-valoszinisegnek (atmenet-flggvénynek) nevezzik.
Ha X, egy Markov-folyamat, és P(s,x,t,B) egy olyan amenet-valdsziniség,
melyre a) is teljesll, akkor 6t a Markov-folyamat &menet-val dszinisegenek
nevezzuk.

A P(s,x,1,B) szemléletesen annak a val0sziniisége, hogy a vizsgdlt folyamat a t
idépontban a B halmazban tartozkodik, feltéve, hogy az s<t idépontban az x
alapotban volt.

Megjegyzés. Ha a P(s,xtB) vaosziniségek siriasegflggvénybdl

szérmaztathatok, azaz minden s,tO[t,, T] és x 00 eseténa

(6.9) P(s,x.t,B) = [p(s,xt,y)dy

egyenléség barmely B OB esetén teljesil —ahol p(s,x,t,y) =0 egy y-ban mérhet6
flggvény, melynek az dapottéren vett integrdja 1-gyel egyenlé— akkor a
Chapman-K olmogorov egyenlet az aldbbi dsszefliggésre redukal odik:
(6.10) p(s,x,t,y) = I p(s,x,u,z) [p(s,u,z,y)dz.

0

A Markov-folyamatok nem csak a definicio alapjan lehetnek adottak,
hanem gyakran az &menet-val 6sziniiségekkel vannak meghatarozva. Hogy ez a
megadas is “jogos’, az alabbi tételek alapjan értheto.

Téte: Ha X,tO[t,, T| egy Markov-folyamat, P(s,x,tB) &menet-
valosziniiseggel és az X, (mint valosziniségi valtozo) eloszlasa P, , akkor X,

végesdimenzios eloszlasal egyértelmiien meghatarozhatok.
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Tétel: Legyen P(s,x,t,B) egy dmenet-valGsziniiség, s,tOt,, T]. Ekkor a
B-n értelmezett tetszéleges P, “kezdeti eloszlashoz” létezik egy (Q,AP)
valésziniiségi mezé és ezen egy X, tO[t,,T| Markov-folyamat, amelynek
P(s,x,t,B) az atmenet-valoszinisge ésaz X, eloszlasa P, .

Definicio: Egy Markov-folyamatot (idében) homogénnek neveziink, ha
P(s,x,t,B) &amenet-valosziniisege stacionérius, azaz ha barmelyt, <s<t<T,
t, <s+u<t+u<T.esetén azonosan teljesll a
(6.11) P(s +u,x,t+u,B) =P(s,x,t,B)
feltétel. Ekkor az &menet-val dsziniiség csak az x, a t—s ésa B flggvénye, igy
aza
(6.12) P(s,x,t,B) =P(t - s,x,B), 0<t-s<T-t,
formadba irhat6. A P(t,x,B) teha a t id6 alatti, x-bol B-be vald amenet

valosziniisége, flggetlendl attdl, hogy a t hosszisagu intervallum hol
helyezkedik €.

6.2. A Wiener-folyamat

A Wiener-folyamat egy [0,«)-ben definidt homogén Markov-folyamat,

(6.13) P(t,x,B) =P(W,,, OB|W, =X) = j(znt)2 exp(—2_"1 |y_ i Xy (t>0)

t+s
staciondrius amenet-val 6szintiséggel .
Tetel: A W, Wiener-folyamat Gauss-folyamat
(6.14) E(W,)=0 vérhato értékkel és
(6.15) Ruw (t:8) = E(W, =E(W))(W, —E(W,))) =min(t,s)

korrel aci6f liggvénnyel.
Alapvetd fontossagu tovébba a kovetkezé tulajdonsdg: W, flggetlen
novekmenyi, azaz 0<t, <---<t_eseténa
W, W, -W,,...W, =W, |
val6szinisegi valtozok fuggetlenek. Ezen kivil W, -W, (s<t) csak (t-s)-tol

flggd normdlis eloszlést, 0 varhatd értéki, (t-s) szorasnégyzetii val 6sziniségi
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vatozd ((W, -W,)~N(0,(t-s))), vagyis a folyamat stacionarius novekmeényi.
Ez atulgjdonsag akar a Wiener-folyamat egy Uj definicidjaul is szolgdlhat. Ezen
definicid segit hozza benninket ahhoz, hogy egy Wiener-folyamatot
el6allithassunk.

6.3. A fehér zaj

Az Ugynevezett Gauss-féle fehér zajt a mérndki irodalomban stacionarius
Gauss- folyamatnak szoktak felfogni, amely E(E,) =0 kozépértékkel ésateljes
val6s tengelyen konstans S(f) teljesitménysiriséggel rendelkezik. Ha
Ry (s,t) =C(t-s) a &, korrelacio fliggvenye, akkor kell, hogy minden f OO -re

érvényes legyen
(6.16) S(f) = [C(t)exp(-i2nft)dt = c

valamilyen ¢ pozitiv konstanssal, melyet az altalanossdg megszoritédsa nélkul 1-
nek valaszthatunk. A vizsgalt folyamatnak tehat olyan spektruma van, amelyben
az Osszes frekvencia egyenl6 intenzitassal vesz részt, tehé (analég modon az
optikdban vizsgat fehér fényhez, amely a lathatdé fény Osszes frekvencia
Osszetevojét  egyenletes megoszldsban tartalmazza) “fehér”  spektrumnak
nevezheté. llyen folyamat azonban tradiciondlisan nem létezik, mert a fenti
egyenlet csak C(t) = d(t) valasztassal egyeztethetd dssze, ahol & a Dirac-féle & -
flggvény. Ekkor azonban

(6.17) C(0) =E(¢?) = TS(f)exp(iZTu‘O)df = TS(f)df = +00 .

A C(t)=0, (tz0) miatt a &, és &, értékek tetszélegesen kics t esetén is
korreldatlanok lennének, ami megmagyardzza a szokasos “tisztan véletlen
folyamat” elnevezést.

Az dtaldnositott flggvények elméletének segitségével belathatd, hogy a
Wiener-folyamat és a fehér zaj kozott érvényes a kovetkezd Osszefliggés: ag,

fehér zaj a W, Wiener-folyamat derivdtja, amennyiben mindkét folyamatot



dtalanositott sztochasztikus folyamatnak fogjuk fel. Ezt formuldk segitségével a
kovetkezoképpen irhatjuk fel:

t
(6.18) § =W, é W, =[¢ds.
0

6.4. Sztochasztikus integrélok

Sztochasztikus integrél okrél beszéliink, ha a vizsgélt differencia egyenlet
akovetkezo alaku
(6.19) X'(t) = f(X(1),t) + G(X(1), 1)¢, ,
ahol &, az ugynevezett fehér zaj. Az elébb mér lattuk, hogy bar a fehér zaj nem
kdzonseges sztochasztikus folyamat, hatarozatlan integrdja mégis a Wiener-

folyamattal azonosithato:

t
(6.20) w, = [€.ds,
0
vagy rovidebb szimbolikus irdsméddal:
(6.21) dw, =& dt.
Vaamely
(6.22) X'(t) = f(X(t),t),  X(t,)=c

determinisztikus kezdetiérték probléma megoldasa folytonos f(x,t) flggvény

esetén ekvivalens az

(6.23) X(t)=c+ _tff(X(s),s)ds

integral egyenlet megol dasaval.

Atalakitva a vizsgalt sztochasztikus differencidlegyenletet integrél-
egyenletté:
(6.24) X(t) = ¢ + [f(X(s),5)ds + [G(X(s),5)€ ds .

to to
Itt az elso integral valamely klasszikus numerikus médszerrel kiszamithatd, gond
csak a masodik taggal van. Ebbdl azonban a fehér zaj formalisan kikiiszobol hetd,
a dw, =& dt Osszefliggés segitsegével, igy az egyenlet a kdvetkezo alakot oOlti:



(6.25) X(t)=c+ jf(X(s),s)ds + jG(X(s),s)dWS :

t to
Kihaszndva még, hogy a minket érdekl6 esetben a G(x,t)=G fliggvény
specidisan konstans

(6.26) X(t)=c+ _tff(X(s),s)ds + _th W, = + _tff(X(s),s)ds + G_t[dWs =

to to to to
t
=c+ [f(X(s),5)ds +G W, ~W, ).
ty
Lathatd, hogy ez az integrdegyenlet a klasszikus modszerekkel megoldhatd,
amennyiben a megfelelé h beosztashoz (t, <t, <---<t,, és t -t_, =h,

(i=12,...,n)) rendelkezink a Wiener-folyamat kiszémitott értékeivel. Ezen
értékek kiszamitasanal azt lehet kihasznani, hogy dw, =W, -W, normdlis
eloszlasi  valosziniiségi  vadtozd, O véarhatd értékkel és  t -t =h
szOrasnégyzettel.

Ezek utan akamazhatd valamely klasszikus numerikus modszer,
megfelel6 valtoztatassal. Konnyen belathatd, hogy az altalunk vizsgalt
(6.27) x = -0U, (x,t) = ax —bx® + A (t, T) + ~/2DE&(t)
egyenlet esetén, ahol f(t,T) a T periédusideii gerjesztés (mely lehet szinuszos,
illetve “er6lokés’ tipustl) rendelkezik a megfelelé tulgjdonsdgokkal ahhoz, hogy
a negyedrendii Runge-K utta médszert alkal mazhassuk.

A “modositott” negyedrendiit Runge-Kutta modszer a kovetkezéképp
irhato fel (konstans G(x,t) = G flggveény esetén):



(6.28) X, =X, *hd(x,,t,,h,dW, ),

ahol
(6.29) P(x,,t,,h,dW, )= %(kl +2k, +2k, +k,)+G W, ,
. . h h
k, :==f(x,.t,), k, =1(x, +§(k1 +dW, ).t, +§),
— h h —
(6.30) k, =f(x, +§(k2 +dW, ).t, +§), K, =f(x, +h(k; +dW, ),x, +h),

dw, =W, -W, .

Ezen mbdszer segitségével most mér lehetésegiink van arra, hogy két-
alapotu potenciadtérben sztochasztikusan mozgo részecske palyajét vizsgaljuk.
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7. A modellezés menete

A modellezéshez a legegyszeriibb, egy-dimenzids modellt akalmaztam. A
sztochasztikus rezonancia bemutatédsdhoz a szokésos vizsgdlatok kozil a jel-zg
viszonyt felhaszndd megkozelitést haszndltam. Az én munkam féleg arra
korldtozodott, hogy az el6bb ismertetett modszer segitségével a modellezés
dapjét, a
(7.1) x = ax —bx® + AT(t, T) + V2DE(t)
sztochasztikus differencidlegyenletet megoldjam, majd teljesitményspektrumot,
abbdl pedig jel-zaj viszonyt szamitsak. Ehhez az €l6z6 fejezet vegen leirt dtalam
maodositott negyedrendii Runge-Kutta moédszert haszndtam. Ezen moédszer
megfelelé mikodésének ellendrzése, az elsodleges tesztelés, ismert megoldasu
differencidlegyenletek segitsegével tortént (pl. x(t) = x(t), x(0)=0).

Ahhoz, hogy késobb a Fourier-transzforméacio “jol” elvégezhet legyen,
arra van szikség, hogy a vizsgdt jelminta mindig egész szdml periddust
tartalmazzon. A mintavételezés frekvenciat ezért mindig Ugy dlitom be, hogy az
alapfrekvencia 128-szorosa legyen. Ekkor ugyanis az 1024 pontbdl alé mintabol
képzett teljesitménysiriség spektrumban mindig a nyolcadik pont lesz a jel
alapfrekvenciganak megfelel6.

A Runge-Kutta modszer, mint ahogyan minden numerikus modszer csak
bizonyos hibaval képes szamolni, ezért szikséges, hogy a benne haszndlt h
beosztas (mely éppen L/mintavételezési frekvencidval egyenld) kisebb legyen,
mint 107. (Ekkor ugyanis még az 1024. kiszamitott pont hibajanak
nagysagrendje is 10™ alatt marad.) Ez viszont azt jelenti szamunkra, hogy ha a
kilst gerjesztés frekvenciga 1 ala megy, a beosztas (h) atlépi a kritikus értéket.
Ekkor Ggy jatam €, hogy egy h'(<107® <h) modositott beosztasnak
megfelel6en szamoltam, de csak a mintavételi frekvencia dtal definidlt eredeti h
beosztashoz tartozO értékeket tartottam meg. Ezzel egy probléma adodik, a
program futasat nagyon lelassitja az, hogy a szilkségesné jéval tébb pontban kell

a szamol &sokat elvegezni.



Az induldsi értékek nem megfelelé bedllitasa azt eredményezheti, hogy a
jelben kezdeti tranziens szakaszok jelennek meg. Ezek a teljesitménysiriseg
spektrumban is nem kivant valtozésokat okoznak. Ezért a jelalak kiszamitasakor
az €ls6 néhany periddust mindig “eldobjuk”, és a szamitast annyival tovabb
végezzilk, hogy ajel 6sszesen nyolc periddusbdl dljon.

A meghatarozott jelb6l a sztochasztikus rezonancia vizsgaatéhoz
teljesitménysiiriség spektrumot kell szdmitani. Ez a (2.12) egyenlet dta
meghatérozott mdédon a Fourier transzformaltbol tehet6 meg. A Fourier
transzformdt meghatarozésa FFT (Fast Fourier Transform) agoritmus
segitségével  torténik. Ennek kimenetébdl konnyen meghatérozhatd a kivant
teljesitménysiiriség spektrum.

Ahhoz, hogy a dsatisztikus hiba minél kisebb maradjon, é&tlagképzés
eljarést kell akalmaznunk. Ez a kovetkezoképp torténik. Amikor teljes mérés
sorozatot modelleziink, Osszesen 32 kilonbdzé bemeneti zajérték esetén
szamitjuk ki a jel-zg viszonyt. Minden egyes ilyen szamitasndl 256-szor alitjuk
el6 a jelet ugyanazon paraméterekbdl kiindulva. (Elészor levagjuk a kezdeti
tranziens szakaszokat, majd a folytonosan szamitott jelbdl vagunk ki nyolc
periédus hosszisdgu darabokat.) Minden egyes jelszakaszbol kiszémitjuk a
teljesitménysiiriség spektrumot, majd ezek Osszegébdl szamitjuk ki az egyes
SNR-értékeket.

A jel-zg viszonyt a (2.15)-(2.17) egyenletek atali definicio segitségével
szamitottam ki. A jel frekvencigana és a felharmonikusokndl a zagj értékét a
szomszédos harom-hédrom pontra illesztett egyenesbél hatéroztam meg. Ezek
utan mér csak egy numerikus integrélasra volt szilkség, melyhez a trapézformul a
haszndltam fel.

A program haszndlatédhoz szilkséges egyéb informaciok a mellékletben
megtal & hatok.



8. Eredmények

Ebben a fejezetben arrdl lesz sz, milyen paraméterek mellett haszndhatd
a rendszer. Ezen paraméterek programozasi megfontolasokbdl adodnak.
Amennyiben ezek a hatédrok a rendelkezésiinkre alnak, megkezdédhet az
alkalmazés, mely soran a tobbi paraméterekre keresiink értékeket, melyek mellet
amerések modellezése j6l miikodik.

El6szor is meg kell jegyezniink, hogy a numerikus modell estén nincs
értelme a mértékegysegekrol beszélni, a szdmitdgép egyszertien szamokat Vér.
Ezért amikor aké& frekvencia-, akar amplitido-értékeket emlitek, azok mellett
sohasem szerepel a mértékegység, ezeket egyszeriien szamoknak fogjuk fel. A
modellezett rendszer egyik fizikai korldta példaul azon frekvenviatartomany,
melyben arendszert alkalmazni |ehet. Ennek meghatérozasandl az elsé problémat
az jelentette, hogy a numerikusan meghatarozott jelalak nem hasonlitott a
mérésekben kapotthoz. Kiderllt, hogy a modell annyira nagyfrekvenciés
mérésnek felelne meg, melyet kisérleti korilmények kozott nem is sikerdlt
elédlitani. (Ez azért jelent problémét, mert a szamunkra fontos tartomany éppen
a kisebb frekvencidknak megfeleld, és a szamités az 1 alatti frekvenciak esetében
tobb 6rét is igénybe vehet, amennyiben egy teljes mérési sorozatot prébdunk
modellezni.) A potencid alkamas konstanssal torténé beszorzasaval azonban
sikerlilt a frekvenciatartomanyt Ugy eltolni, hogy a modell jél mikddik az 1.7-es
frekvencia értéktol felfele. A felso hatér megszabasanal azt vehetjik figyelembe,
hogy szamunkra azok az esetek birnak jelentséggel, melyeknél a rendszer két
dlapota kozotti valtas nagyon kis ids alatt bekovetkezik Ahogyan ez a 2.Abréarol
la&that6, ez mar a 25 értéknél sincs igy. Megfigyelhetd, hogy a részecske képes
atlépni az egyik potenciavolgybsl a masikba, mad még a “gat tetgjén”
visszafordul, anélkiil, hogy tartésan maradna a masik volgyben. E miatt Ugy tint,
a 25-0s frekvenciaérték felett nem érdemes méréseket végezni.

A rendszerre jellemzé masik paraméter, mely limitdja a megfelel
mikodést a zgy amplitudoja. Amit mi megadhatunk, az csak egy konstans,
mellyel a megfelel6 beosztéshoz kiszamitott zajértékeket szorozhatjuk be.
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2.Abra.A jelalak zaj nélkil, nagy frekvencian

Meghatarozhaté6 az egyes frekvenciakhoz tartozd azon zaj-érték, mely
esetén a rendszer meg szamolasi hiba nélkil képes mitkddni.(Ezen hatar abbol
adodik, hogy a szamitégépben az adattipusoknak mindig van egy alsd és felso
korldta, a legnagyobb, illetve a legkisebb érték, melyet még tarolni tudunk. Ha
ezen értékeket atlépjik, az szamolési hibahoz vezet.) Ezen értékeket tartalmazza
aMelléklet elsp tablazata.

Szamunkra azok az esetek jelentosek, melyeknél a kilss, additiv, peri-
odikus modulacié 6nmagdban nem elég ahhoz, hogy a részecskét az egyik
potencidlvolgybél a mésikba juttassa. A szdba joheté frekvencidkon ezek az
értékek valtoznak, minél nagyobb a gerjesztés frekvenciga, anna nagyobb lesz
az amplittdo, melynél a valtas bekdvetkezik. Minden esetben ezen érték van
megadva, az ez aatti minden amplitidé szamunkra megfelel6. A harom
kUlonboz6 gerjesztés esetén a frekvencidkhoz tartozé maximalis értékek a
Melléklet tovabbi téblézataiban taldlhatok.

A 3. abrardl jol leolvashat6 a jelenség Iényege, melyet az altalam generdlt
jelek segitségével mutatok be. A megfelelden kis frekvencian akkora amplitidoét
alkalmazunk, hogy a zaj nélkil a részecske ne legyen képes atjutni az egyik
potencialvolgybdl a masikba (a abra). Amennyiben a rendszerhez adott zaj nem
tul nagy, akkor a valtasok olyankor kovetkeznek be, amikor a részecske a
“legkbzelebb” van a gat széléhez, és a pillanatnyi zajérték megfelel6 nagysagu és
iranya (b dbra). Amennyiben a zajértéket megfelel6en nagyra valasztjuk, az
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amenet akd&rmikor megtorténhet, flggetlendl attdl, hogy a periodikus
gerjesztésnek kdszonhetden a részecske éppen hol taldlhato (c abra).
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3.Abra A modellezésbél kapott jelalak ok

1,7-esfrekvencia- és 79-es amplitldoérték estén
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Ezek utdn mér minden adott ahhoz, hogy a sztochasztikus rezonanciat
jellemzd SNR értéket vizsgaljuk a kiilonbozé frekvencidkon. A 4-6.Abrékon
megfigyelhet6, hogy az SNR ténylegesen maximummal rendelkezik.
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Az is joOl leolvashatd az &brékrdl, hogy a filterezetlen esetben a jel-za)
viszony a végtelenbe konvergal, amennyiben a zgj értéke 0-hoz tart.

Az SNR értéke fligg a gerjesztés frekvencigatol. Amennyiben a kilsd
gerjesztés amplitudgjét ugyanazon értékre alitjuk, és a frekvenciat noveljuk,
akkor két megdlapitast is tehetink. Egyrészt az SNR értéke a maximumot
késdbb éri el, masrészt ez a maximalis érték a novekvo frekvencia felé
dacsonyabb. Ezen megdlapitasok jol leolvashatok a 7.Abrérdl, ahol az
amplitud6 mindkét gorbe esetén 79-re volt dlitva.
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7.Abra Az SNR maximumanak fliggése a frekvenciatol (f)

Ugyanazon frekvencian vizsgalhatjuk azt, hogyan fligg a jel-zaj viszony a
kilso gerjesztés amplitudojatdl. Amennyiben ez az amplitadd a maximalis érték
alatt van, mely estén a részecske még ugyanazon potencidlvolgyben marad, a
megfigyelések azt mutatték, hogy az SNR érték maximuma csokken a csokkeno
amplitadok szerint. Masrészt az is igaz, hogy a maximum helye a novekvo
zgjintenzitas irényaba tolodik el. Ez érthet6 is, hiszen ha a kilsé gerjesztés
amplitaddja kisebb, a részecske periodikus mozgasa soran nem jut olyan kozel a
gat tetejéhez, vagyis csak nagyobb erdlokés képes atjuttatni a masik allapotba.
Ezen eredményeket mutatja a 8.Abra
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9. Osszefoglalas

Ahogyan arr6l mér a bevezetésben sz6 volt, célunk a sztochasztikus
rezonancia numerikus modellezése volt. Az €l6z6 fejezetben térgyalt eredmények
alapjan megdllapithatjuk, hogy sikertilt megalkotni, és megfeleléen letesztelni
egy olyan programot, mellyel a jelenségét modellezni lehet. Ennek egyik
jelentésége abban rejlik, hogy ezzel rendelkezésiinkre all egy modszer, mely
leellenorzétten akalmas arra, hogy segitségével egy sztochasztikus
differencidlegyenletet numerikusan megoldjunk. Ezzel lehet6ség adodik arra,
hogy barmely més fizikai jelenséget, melyet ilyen tipusi egyenlettel irhatunk le,
szintén modellezni tudjunk. Ehhez csak a program forrésanak minimédlis
atalakitésa szilkséges. A felhaszndlt teljesitménysiriseg spektrumot és jel-zg
viszonyt meghatérozo algoritmusokat is felhasznal hatjuk a késobbiekben.

Szamomra azért volt hasznos az elvégzett munka, mert rengeteg (j
ismerettel gyarapodtam. Egyrészt megismerkedtem a sztochasztikus jelek
vizsgdatanak aapjaival, a leirashoz hasznadlt fuggvenyekkel, mennyiségekkel.
Mindezt egy olyan jelenseg vizsgdata kbzben, melynek gyakorlati felhasznalasa
is jelentés. Ahhoz, hogy a felmerilt problémékat megoldhassam, szikség volt
ezen folyamatok matematikai leirdsa alapjainak megismeréséhez, mellyel eddig
szintén nem foglakoztam. Matematikai ismereteim a differenciaegyenletek
terlletén is gyarapodtak, a megismert numerikus modszereket a késobbiekben
elém kertlé problémdk megoldasdban is akamazni tudom. Maéasrészt a
numerikus médszerekrol eddig szerzett dltalanos ismereteim (hibaszamitas, rend)
tovabb gyarapodtak, mélylltek.

A programozési folyamat sordn is gyarapodtak tapasztalataim.
Megismerkedtem a Microsoft Visual C/C++ programfejlesztoi kornyezettel, az
ebben torténd hatékony programozasi technikakkal. Sok fejtorést okozott, milyen
kilalakot kapjon a program, de az ennek kifejlesztésére szant idét sem érzem
kérbaveszettnek.



10. Melléklet

10.1. A program hasznalata

A program Windows95/98 aa késziilt. Futtatdsa a Start menu Futtatés
(Run) almentjében nevének begépelésével torténhet a névnek tartalmaznia kell
az elérés utat is, pl.: C:\stochres.exe). Az inditas utan egy “szokésos’ ablakot
kapunk, melynek menusoréban a File, View és Help fémentpontok Iathatdk. A
Help meniben egyetlen amentpont taldhato(About...), melyre kattintva egy
informacios ablak jelenik meg.

A View fomenupontban ilyenkor(amennyiben nincs nyitott dokumentum)
egyetlen almenipont taldhatd, mely segitségével az Ugynevezett Status Bar
tintetheto e (illetve jelenitheté meg). A Status Bar az ablak aljan taldhato, azon
menipontokrol olvashatunk benne révid informaciét, amelyen éppen a kurzor al,
illetve a Scroll Lock, Caps Lock,és Num Lock billentyik allapotardl ad
kijelzést. (Amennyiben ezek kozll valamely gomb be van nyomva, nevének elss
néhany karaktere jelenik meg a megfelel6 téglalapban.)

A harmadik fémentpont a File-mend. Itt van lehet6ségink a programbdl
kilépni, erre az Exit parancs szolgd. Ha vannak haszndlatban 1évé nyitott
dokumentumaink, a kilépés elétt a program rakérdez akarjuk-e a munkankat
kimenteni. A mentés hasonlban végezhet6, mint pédaul a Word program esetén.
(A konyvtarstruktardban kikereshetjik a konyvtérat, ahova menteni akarunk, és
természetesen megadhatjuk a file nevét is. Ha szikséges Uj konyvtarat is
|étrehozhatunk.) Ezen ment alatt tolthetink be mar régebben kimentett
dokumentumokat, az Open almeniipont valasztasaval.

Amennyiben (j dokumentumot kivanunk |étrehozni, a 9.Abrén lathatd
ablak jelenik meg, mely a megfeled bedlitdsok elvégzésére szolgal.
Lehet6séglink van arra, hogy egyetlen “mérést” demonstraljunk (a abra), illetve
egy teljes mérési sorozatot a zajamplitidok novelésével kapott SNR értékek
kiszamitaséra (b abra). Ennek kivalasztésa az ablak bal fels sarkaban taldhatd
két gomb valamelyikének lenyoméasaval torténhet.



Vannak paraméterek, melyek bedlitasdt mindkét esetben meg kell
tennlink. llyenek a kezdeti feltételek (Starting Values), melyek a kezdeti kitérést
(X0), illetve a megfigyelés kezdetének idopillanatat (Starting Time) jelentik.
Ezen paramétereknek tulagjdonképpen tul nagy jelentéségik nincsen, ugyanis a
kezdeti tranziens szakaszokat Ugyis levagjuk.

Data Input

= Calculating style ——— b a1 e
% One Step || Amplitude 24 : I7 | Filtered
™ AISHA': ' : B 1 : 0k
r— Modulation type
Sine Fectl Rect?
— Starting Values ————  Moize
Start Tirne | 0 E ﬁ.mplitude] 0.5
Al 1 I I (pper B i 0

a) Egy mérésvalasztasa

Data Input g
~LCalculating style——— ¢ Modulation—————————
" Orne Step | Amplitude 34 [ Filtered
& AISHR' - T —
e e

st e s e i —Moise
Start Time 0 dmpltude | 03
Pl 1 ' Upper Bound 4.3
| |

b) Mérés sorozat valasztasa
9.Abra Az adatbeviteli ablak
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A potencidt moduldd tag bedllitasa két |épésbdl alhat. Elsdsorban
bedllithatjuk a modulécio tipusat (Modulation type). A hdrom kilonb6zo tipust
az dorak definidljak, kivalasztésuk a mellettik 1évé Ugynevezett Combo Box
segitségével  torténhet. Itt a hdrom felsorolt névbol az egér segitségével
valaszthatjuk ki a nekink megfelelét. Ezek utdn a modulacié frekvencigjét
(Freq) és amplitudgja (Amplitude) alithatjuk be. Oda kell figyelnink arra,
hogy a frekvenciat abban az esetben se dlitsuk nullara, amennyiben csak a zajjal
akarjuk moduldini a rendszert, mert a numerikus szdmitdshoz szikseéges

beosztast ezen érték aapjan hatdrozzuk meg. Az idobeosztés mindig az

1 . )
——— képlet alapjan van kiszamitva.
128 [Freq + ®

Amennyiben egy mérés demonstralasat valasztjuk, az egyetlen dolog, amit
még be kell dlitanunk a zaj amplitiddja. Ez igazabdl egy konstanst jelent,
mellyel a &(t) fehér zaj be van szorozva. A zaj el6dlitasi modja miatt ez nem a
valGs intenzitast jelenti. Mindenesetre a bedllitott konstans linearis hatassal van a
zgj értékére.

Amennyiben egy teljes mérési sorozatot kivanunk lefuttatni, a zaj
amplitudojara nem egyetlen értéket kell megadnunk, hanem egy intervallumot.
Ennek alsb hatardt az Amplitude, felsé hatarét pedig az Upper Bound mezékben
adhatjuk meg. llyenkor lehetésegiink van arrais, hogy kivaasszuk, a kétallapotq,
vagy a teljes dinamikét hasznal6 modellt akarjuk-e alkalmazni. Ennek eldontése
a jobb felsd sarokban taldhaté Filtered kapcsold segitségével torténhet. Ezt
“beikszelve”, a numerikusan kiszamitott részecske padlya aakitjuk & a
kovetkezok szerint: az (j érték +1, amennyiben a részecske a jobb oldali
gOdorben tartézkodik és —1 amennyiben a baloldali godorben. Ez felel meg a
kétallapoti modellnek. Ha megtettik a megfelelé bedllitasokat, akkor az OK
gomb lenyomasaval elindithatjuk a rendszert.

Ennek hatdséra Uj menlpontok jelennek meg a foéablak felsd részén
(Commands, Window), a File és View mentk 0j almentpontokkal bovilnek,
valamint megnyilik egy az eredményeket tartalmazd gyermek-ablak, melyet
dokumentumablaknak neveziink.
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A File menlben nyitott dokumentum esetén lehetéség van ezen
dokumentum elmentésére a Save és a Save As menipontok segitségével. A Save
opci6é a dokumentum elsé mentésekor rékérdez, milyen néven kivanjuk a mentést
megtenni, de el6zéleg valamilyen néven mar mentett dokumentum esetén ezt
nem teszi meg, hanem a régi néven ment. A Save As haszndlatakor mindig
adhatunk meg Uj nevet. Ha egy dokumentumot méar nem akarunk haszndni, a
Close parancs segitségével csukhatjuk le.

A View menilpontban Uj lehetéség ilyenkor, hogy a kiszamitott adatokat
grafikusan &brézolva (Graphical), avagy tablazatszeriien vizsgahatjuk meg
(Numerical). A tablazat elso oszlopa a sorszam, a mésodik a vizszintes tengely

beosztasa, a harmadik pedig az egyes beosztasokhoz tartozé értékek.

File “iew Commands Window Help

ﬂ'ﬁtuchlﬂﬂ

VNN

=10 ]
BF StochR1:2 E[E

Calculated Datas g
1 0.000000 0.995351
2 0.004%96 1.009321
3 0.009191 1.018947
4 0.013787 1.027148
165 0.018382 1.034755
6 0.022978 1.042013
7 0.027%74 1.048993
8 0.032169 1.055717
q 0.03676h 1.062188
{1 10 0.041360 1.068406
1 1 0.045%95%6 1.074369 I
0.050%%1 1.080076 =+
1 ¥

Feady l— RUM //":
10.Abra Grafikus és numerikus kijelzés, One Step modban

Ugyanazon adathamaz kétféle megjelenitése egyszerre is megtehetd
(ahogyan az a 10.Abréan l&hato), erre a Window menipont New Window
apontjia ad lehetoséget. Ennek segitsegével ugyanazon dokumentumhoz
hozhatunk |étre egy Ujabb ablakot, tehat amennyiben a dokumentumban az
adatok megvatoznak, mindkét ablakban megjelenik a vatozds. A Window
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mendpont tovabbi apontjaival a nyitott dokumentumok féablakbani
elhelyezkedését valtoztathatjuk meg, a kovetkezok szerint:

Cascade - a nyitott ablakokat kartyaszerien szétteritve bal
fentrol haladva helyezhetjik sorba

Tile — a nyitott ablakokat Ugy rendezhetjik sorba, hogy a
foablakot teljesen kitdltsek, és egymast ne fedjék

Arrangelcons - az ikonna kicsinyitett ablakokat rendezi sorba

Szintén a Window meniben megtaldhatjuk az Osszes nyitott ablakok
neveit, melyek kozul mindig az az aktudis, amely mellett a pipa lathato. Ez
egyszerii “klikkeléssel” helyezheté & valamelyik masik ablakra, ezzel azt téve
aktualissa.

Amennyiben egy teljes mérési sorozatot reprodukdunk (All SNR’s), a
dokumentum feltdltése hosszabb ideig tart. Ez az id6 attdl is fugg, mekkora
frekvencian dolgozunk (kisebb frekvencidkon hosszabb id6 szikséges),
minimuma néhany perc. A szamitasi fazisban nyomon kovethetjik, hol tartunk
éppen (a munka hany szazalékéval készlltink el), a Status Bar segitségével. A
feltoltott dokumentumban mind a kimeneti, mind a bemeneti jel-za viszonyt
megjelenitjik. A kimeneti SNR feketével, a bemeneti lilaval van abrazolva
Természetesen ilyenkor is lehet6ség van a numerikus megjelenitésre.

Egyetlen mérés demonstrdldsa esetén (One Step) mivel csak egyetlen
megfigyeléshez tartozé jelaakot szamitunk ki, a dokumentum feltdltése a
legrosszabb esetben is csak néhany mésodpercig tart. Ezek utan egy kitérés-ido
figgvény dl rendelkezésiinkre, egy ilyet lathattunk egyébként a 10.Abran. Ez
persze tartalmazza az adott volgyon bellli mozgés torténetét is. Amennyiben erre
nincs szikségunk, vagyis ha a kétéllapotl modellt akarjuk hasznélni, akkor a
Commands meni Filter menlpontjat haszndhatjuk. Ezzel azonban felllirjuk a
dokumentumhoz tartoz6 adatokat, tehd amennyiben ezekre késdbb szilkségink

lesz, el6sz6r menteniink kell.
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,_-&} Sztochasztikuz Rezonancia - 40 1_0.3 5.3 dat

File “iew Commands ‘Window Help

BEd40 1 03 53 dat? O} %]

R RN _ (O %) | calculated Datas

0.300000 0.013253
0.461290 0.027060
0.622581 0.038957
0.7836871 0.051609
0.945161 0.056621
1.106452 0.056282
1.267742 0.064532
1.429032 0.069412
1.590323 0.074580
1.751613 0.084576
1.912903 0.079377
2.074194 0.088859
2.23b484 0.092303
2.396774 0.104738
2.hha0esh 0.090819

2.719355 0.097559 = .
'l;d

Ready I._*I_NUM I— A
11.Abra Grafikus és numerikuskijelzés, All SNR’s médban

LS 00 == O LT I L Pud o=t

Ahogyan arr6l méar sz6 volt, a sztochasztikus rezonancia bemutatésahoz
szilkséguink van a teljesitmény-spektrumra. Ennek meghatarozéséra szolgd a
Commands menu FFT menlpontja. Ez a parancs szintén felllirja az aktudlis
dokumentum adatait, tehat elotte érdemes menteni. A teljesitmeény-spektrum
megtekintése szintén mindkét “aakban” megteheté (grafikus, illetve numerikus).



p’} Sztochaszbikus Rezonancia - it DAT O] =]
File Wiew Commands indow  Help
Eﬂ' el DAT E =l B2
e o~ //"—__“—wﬁ.:_ -__./“'"_'ﬁ R ;
SHH Yalue E2
| 0.0634039
| "“\_,-"‘x h\-\_\_\_'_’_,___,..\/"ﬁ\ T
14] | L
Eﬂ' HEDAT E=l R
1L |||I|| T Latatellalionts sesstetuato o T
< 1 ;IT}
Feady MM [ A

12.Abra Zajjal terhelt jel, Fourier transzformaltja, valamint az SNR-ablak

A teljesitményspektrumbdl a jel-zg viszony a Commands ment SNR
menlpontjdnak segitségével szdmithatd. A kapott eredmény egy dialogus-
abakban jelenik meg. A 12.Abrén felil a numerikusan meghatéarozott jelalak,
alatta az ezen jelbol kiszamitott teljesitmeény-spektrum, valamint az SNR [&thato.

Ezzel minden tudés rendelkezésiinkre all, hogy a programot gond nélkdil

haszndni tudjuk.



10.2. Tablazatok

A frekvenciakhoz(fr) tartoz6 maximalis zajegyutthatok(d), melyek esetén még nem
torténik szamolas hiba
Fr d Fr d

1. 700000 7. 000000 . 900000  34. 000000
. 800000  10. 500000 . 000000  34. 500000
. 900000 11. 000000 100000  34.500000
. 000000 11.000000 200000  35. 000000
. 100000 11.500000 300000 35.500000
. 200000 12. 000000 400000 36. 000000
. 300000 12.500000 500000 36.500000
. 400000 13. 000000 600000 37. 000000
. 500000 14. 000000 700000  38. 000000
. 600000 14. 500000 800000  38.500000
. 700000 15. 500000 900000  38.500000
. 800000 16. 000000 000000  39. 000000
. 900000 16. 500000 100000  39. 000000
. 000000 17.000000 200000  39. 500000
. 100000 17.000000 300000  40. 500000
. 200000 17.500000 400000  41. 000000
. 300000 17.500000 500000 42. 000000
. 400000  18. 000000 600000  42. 500000
. 500000 18. 500000 700000  43. 500000
. 600000  18. 500000 800000  44. 000000
. 700000 19. 000000 900000  44. 500000
. 800000  20. 000000 000000  45. 000000
. 900000  20. 500000 . 100000  45. 500000
. 000000 21.000000 . 200000  46. 000000
100000 22. 000000 . 300000  46. 000000
200000 22. 500000 . 400000  46. 500000
300000 24. 000000 . 500000  46. 500000
400000  25. 500000 . 600000  47.000000
500000 26. 000000 . 700000  47.500000
600000 27. 000000 . 800000  49. 000000
700000 27.000000 . 900000  49. 500000
800000 27.500000 . 000000 50. 000000
900000  28. 500000 . 100000  50. 000000
000000  29. 000000 . 200000  50. 500000
100000 29. 500000 . 300000 51.000000
200000  29. 500000 . 400000 51. 500000
300000  30. 500000 . 500000 52. 000000
400000 31. 000000 . 600000 52. 500000
500000 32. 000000 . 700000 53. 500000
. 600000 32.500000 . 800000  54. 000000
. 700000 32.500000 . 900000 55. 000000
. 800000  33. 000000 10. 000000  56. 000000
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A frekvencidkhoz(fr) tartoz6 amplitudok(A), melyek esetén a részecske még nem valt a
két potencidlvolgy kozott, a szinuszos gerjesztés esetén.

Fr A Fr A
. 700000 80. 500000 . 900000 90. 000000
. 800000 80. 500000 . 000000 90. 500000
. 900000 81. 000000 100000 90. 500000
. 000000 81. 000000 200000 91. 000000
. 100000 81. 000000 300000 91. 000000
. 200000 81. 500000 400000 91. 500000
. 300000 81. 500000 500000 91. 500000
. 400000 82. 000000 600000 92. 000000
. 500000 82. 000000 700000 92. 000000
. 600000 82. 500000 800000 92. 500000
. 700000 82. 500000 900000 92. 500000
. 800000 83. 000000 000000 93. 000000
. 900000 83. 000000 100000 93. 000000
. 000000 83. 500000 200000 93. 500000
. 100000 83. 500000 300000 93. 500000
. 200000 83. 500000 400000 94. 000000
. 300000 84. 000000 500000 94. 000000
. 400000 84. 000000 600000 94. 500000
. 500000 84. 500000 700000 94. 500000
. 600000 84. 500000 800000 95. 000000
. 700000 85. 000000 900000 95. 000000
. 800000 85. 000000 000000 95. 500000
. 900000 85. 500000 . 100000 95. 500000
. 000000 85. 500000 . 200000 96. 000000
100000 86. 000000 . 300000 96. 000000
200000 86. 000000 . 400000 96. 500000
300000 86. 000000 . 500000 96. 500000
400000 86. 500000 . 600000 97. 000000
500000 86. 500000 . 700000 97. 000000
600000 87. 000000 . 800000 97. 500000
700000 87. 000000 . 900000 97. 500000
800000 87. 500000 . 000000 98. 000000
900000 87. 500000 . 100000 98. 000000
000000 88. 000000 . 200000 98. 500000
100000 88. 000000 . 300000 98. 500000
200000 88. 500000 . 400000 99. 000000
300000 88. 500000 . 500000 99. 000000
400000 89. 000000 . 600000 99. 500000
500000 89. 000000 . 700000 99. 500000

COOCOOOOOPREREPVDXDNNNNINNNNNDDPOPDOD OO T
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. 600000  89. 500000 9. 800000  100. 000000
. 700000  89. 500000 9. 900000  100. 000000
. 800000  90. 000000 10. 000000  100. 500000
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A frekvencidkhoz(fr) tartoz6 amplitudok(A), melyek esetén a részecske még nem valt a
két potencidlvolgy kozott, arectl tipusl gerjesztés esetén.

Fr A Fr A
. 700000 111. 500000 . 900000 240. 500000
. 800000 114. 000000 . 000000 244, 000000
. 900000 117. 000000 . 100000 247. 000000
. 000000 120. 000000 . 200000 250. 000000
. 100000 123. 000000 . 300000 253. 500000
. 200000 126. 000000 . 400000 256. 500000
. 300000 129. 000000 . 500000 259. 500000
. 400000 132. 000000 . 600000 263. 000000
. 500000 135. 000000 . 700000 266. 000000
. 600000 138. 000000 . 800000 269. 000000
. 700000 141. 000000 . 900000 272.500000
. 800000 144. 000000 . 000000 275. 500000
. 900000 147. 000000 . 100000 278. 500000
. 000000 150. 000000 . 200000 282. 000000
. 100000 153. 000000 . 300000 285. 000000
. 200000 156. 500000 . 400000 288. 000000
. 300000 159. 500000 . 500000 291. 500000
. 400000 162. 500000 . 600000 294. 500000
. 500000 165. 500000 . 700000 297. 500000
. 600000 168. 500000 . 800000 301. 000000
. 700000 171. 500000 . 900000 304. 000000
. 800000 175. 000000 . 000000 307. 500000
. 900000 178. 000000 . 100000 310. 500000
. 000000 181. 000000 . 200000 313. 500000
. 100000 184. 000000 . 300000 317. 000000
. 200000 187. 500000 . 400000 320. 000000
. 300000 190. 500000 . 500000 323. 000000
. 400000 193. 500000 . 600000 326. 500000
. 500000 196. 500000 . 700000 329. 500000
. 600000 200. 000000 . 800000 332. 500000
. 700000 203. 000000 . 900000 336. 000000
. 800000 206. 000000 . 000000 339. 000000
. 900000 209. 000000 . 100000 342. 000000
. 000000 212.500000 . 200000 345. 500000
. 100000 215. 500000 . 300000 348. 500000
. 200000 218. 500000 . 400000 352. 000000
. 300000 222. 000000 . 500000 355. 000000
. 400000 225. 000000 . 600000 358. 000000
. 500000 228. 000000 . 700000 361. 500000
. 600000 231. 500000 . 800000 364. 500000
. 700000 234.500000 . 900000 367.500000
. 800000 237.500000 10. 000000 371. 000000
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A frekvencidkhoz(fr) tartoz6 amplitudok(A), melyek esetén a részecske még nem valt a
két potencidlvolgy kozott, arect2 tipusl gerjesztés esetén.

Fr A Fr A
. 700000 79. 500000 . 900000 103. 500000
. 800000 80. 500000 . 000000 104. 500000
. 900000 81. 000000 . 100000 105. 000000
. 000000 81. 000000 . 200000 105. 500000
. 100000 81. 500000 . 300000 106. 500000
. 200000 82. 000000 . 400000 107. 000000
. 300000 82. 500000 . 500000 108. 000000
. 400000 83. 000000 . 600000 108. 500000
. 500000 83. 500000 . 700000 109. 500000
. 600000 84. 000000 . 800000 110. 000000
. 700000 84. 500000 . 900000 110. 500000
. 800000 85. 000000 . 000000 111. 500000
. 900000 85. 500000 . 100000 112. 000000
. 000000 86. 000000 . 200000 113. 000000
. 100000 86. 500000 . 300000 113. 500000
. 200000 87. 000000 . 400000 114. 500000
. 300000 87. 500000 . 500000 115. 000000
. 400000 88. 000000 . 600000 116. 000000
. 500000 88. 500000 . 700000 116. 500000
. 600000 89. 000000 . 800000 117. 500000
. 700000 89. 500000 . 900000 118. 000000
. 800000 90. 500000 . 000000 119. 000000
. 900000 91. 000000 . 100000 119. 500000
. 000000 91. 500000 . 200000 120. 500000
100000 92. 000000 . 300000 121. 000000
200000 92. 500000 . 400000 122. 000000
300000 93. 000000 . 500000 122. 500000
400000 94. 000000 . 600000 123. 500000
500000 94. 500000 . 700000 124. 500000
600000 95. 000000 . 800000 125. 000000
700000 95. 500000 . 900000 126. 000000
800000 96. 500000 . 000000 126. 500000
900000 97. 000000 . 100000 127. 500000
000000 97. 500000 . 200000 128. 000000
100000 98. 500000 . 300000 129. 000000
. 200000 99. 000000 . 400000 130. 000000
. 300000 99. 500000 . 500000 130. 500000
5. 400000 100. 500000 . 600000 131. 500000
5. 500000 101. 000000 . 700000 132. 000000
5. 600000 101. 500000 . 800000 133. 000000
5. 700000 102. 500000 . 900000 134. 000000
5. 800000 103. 000000 10. 000000 134. 500000
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