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1 Bevezetés, célkitiizés

Az utdbbi évtizedekben a modern fizika egy jelentds agava valt a nemlinearis rendszerek
kaotikus jellegének vizsgalata. A gyakorlati kérdések, mint példaul a meteorologiai eldrejelzés,
stabilitdsvizsgalat, illetve a fraktadlok megjelenése a matematikdban ¢és egyben a kdosz
nyitottdk meg.

A kaotikussdg, mint egy rendszer viselkedésének tulajdonsaga, nem keverendd Ossze a
hétkoznapi értelemben vett rendszertelenséggel. Mivel a matematikdban régota ismert, hogy
egyszerli rendszerek viselkedése is iddben eldrejelezhetetlenné valhat, a kdosz vizsgalata az
alacsony dimenzidju rendszerekre redukalodott.

A legegyszeriibb  hamiltoni  rendszernek,
amelynek mozgésa bizonyos kezddfeltételek mellett
kaotikus  tulajdonsdgokat mutat, fazistere 4
dimenzios, igy kézenfekvd volt ilyen rendszereket
tanulmanyozni a kéosz mélyebb megismeréséhez.

Ennek a feltételnek tesz eleget a kettds inga, igy

elméleti vizsgalata igen nagy teret kapott az utdbbi ’,
évtizedekben, €és a kaotikus dinamika legismertebb

demonstracios eszkdzéve valt.

Ahogy a vizsgalt rendszerek is két {6 csoportra /
bonthatéak, a kaotikus dinamika leirasa is
szétvalaszthatd konzervativ és disszipativ esetre. A 1.1. 4bra: A kettGs inga sematikus rajza.
konzervativ eset elméleti vizsgalata a numerikus Forras: [1]
szamitasok megjelenésével megvaldsithatova valt, igy a strloddsmentes kettds inga mozgésanak
fontos jellemzdi a legkiilonbozébb kezddfeltételek esetén is ismertté illetve szamithatova valtak a
konnyen készithetd €s elérhetd forraskodok segitségével.

Egy valdodi kettds inga mozgasanak érzékelésével ezen elméleti eredmények demonstralhatova
valnak, illetve vizsgalhatova valik hogy a surlodas miként befolyédsolja azokat. Munkdm soran az
ezt végrehajto mérérendszert készitettem el. Célkitlizésem olyan rendszer fejlesztése volt, mely
konnyen elérhetd szenzorok segitségével, megfeleld pontossaggal lehetévé teszi a kaotikus mozgas
valos idejii vizsgalatat, igy az eddig 1étezd6 rendszereknél kényelmesebb ¢és alkalmasabb

demonstracios ¢és mérdeszkoznek bizonyuljon. A rendszer a két ingarész elforduldsat



gyorsulasszenzorral illetve digitalis elfordulasmérdvel méri, ezek jelei pedig az altalunk fejlesztetett
adatfeldolgozo egységen keresztiil jutnak a szamitdogépbe. Az altalam fejlesztett szoftver
segitségével ezen elfordulas, illetve az ezekbdl numerikusan szamitott szogsebesség adatok és az
ezekbdl szamitott tovabbi menyiségek ¢és metszetek igy valés id6ben kijelezhetdve és
tanulméanyozhatdva valnak.

A rendszer segitségével tehat a fazistér elemeit a valodi kettds inga mozgasa soran végig kovetve
lehetéség nyilik a kaotikus dinamika jellegzetességeit bemutatni és vizsgalni. gy az inga latvanyos
mozgasan felill demonstralhatova és bizonyithatova valnak a kaotikussdg feltételei (pl.: a
kezdofeltételek kicsiny valtozasdra a mozgas radikalis megvaltozasa, Ljapunov-exponens), illetve
szemléltethetové valnak az elméleti vizsgalat elemei (pl.: az ingdk fazisportréi és a fazistér
metszetei).

Ez utébbiak azonban a szemléltetésen tul is érdekesnek bizonyulhatnak, hiszen a disszipativ €s
konzervativ rendszer viselkedése kozotti kapcsolat szamos kérdést vet fel, melyekre a rendszer altal
mérhetdvé valt eredmények valaszt adhatnak. A surlédasos eset fazistér-metszetinek vizsgalata az
energiacsokkenés fliggvényében vizsgalhatova teszi azok viszonyuldsat a surlddasmentes eset
Poincaré-metszeteihez képest. Az energiacsokkenés jellegébdl felirhatova véalnak a rendszer
differencidlegyenletének surlodasi tagjai, igy azok hasznalataval lehetdség nyilik a disszipativ eset

numerikus tanulmanyozasara is.



2 Elméleti attekintés

2.1 A kaotikus mozgasok elméleti vizsgalati modszerei

A kovetkezdkben igen réviden tisztdzom a kaotikus dinamika alapvetd megfontolasait, majd
ezek részletesebb hasznalatat és fontossdgat a méréseim szempontjabol konkrétan a kettds inga

problémajan mutatom be.

2.1.1 Kaotikus mozgasok jellemz6i, feltételei

A hétkoznapi értelemben vett ,kaotikus” jelz6t sokszor a nagy szabadsagi foki rendszerek
bonyolultsdganak kifejezésére hasznaljak, fizikai értelemben azonban fontos leszogezni, a
»~determinisztikus kdosz” az egyszerli, kevés valtozoval leirhaté rendszerek iddbeli viselkedését

jelenti.

A kaotikus mozgas 6 tulajdonsagai [2]:
— 1ddben szabalytalan, aperiodikus,
— ¢érzékeny a kezddfeltételekre, hosszutavon eldrejelezhetetlen,

— fazistérbeli képe komplex, rendezett: fraktalszerkezeti.

Ezen tulajdonsagok éltaldban egymasbol kovetkeznek.
A kaotikus dinamika vizsgalata nagyban fiigg a vizsgalt rendszer, és igy a kdosz tipusatdl, mas-mas:
— konzervativ (surléddsmentes),

— disszipativ (surloddsos) rendszer esetén.

Tovabba mindkét fenti esetben megkiilonboztetiink az idoéfejlodés szerint:
— permanens (idoben allanddsult),

— tranziens (atmeneti, vagy csak kivételes kezdoéfeltételek esetén allandosuld) kéoszt.

fgy a kdosz f6 tulajdonsagai mérészamokkal:

Konzervativ eset Disszipativ eset
Szabalytalansag: topologikus entropia h>0 h>0
El6rejelezhetetlenség: A >0 A >0

atlagos Ljapunov-exponens

Fazistérbeli rendezettség: fraktaldimenzid | D=2, de kovér fraktal | 1<D<fazistér dimenzioja

2.1. tdblazat: A kaosz feltételei a kaotikussag mérészamaival. Forras: [2]



A kaotikus viselkedés feltételei szerint a rendszernek sziikségképpen:
- legyen nemlinearis,

- mozgasat legalabb 3 fliggetlen, elsérendii autoném differencidlegyenlet irja le.

A tapasztalat azt mutatja, hogy a kaotikussag a harom- illetve tobbdimenzids rendszerek
dltalanos tulajdonsaga, ezért valt a modern fizika egyik fontos agava az alacsony dimenzioji

rendszerek dinamikai vizsgalata.

2.1.2 A kettos inga

Az elébbiekbdl kovetkezden a legegyszeriibb kaotikus viselkedést mutatd hamiltoni rendszer
fazistere 4 dimenzids, hiszen az definicié szerint csak 2f dimenzidju lehet, ahol f a rendszer
szabadsagi fokait jelenti. Ilyen egyszerli rendszer a kettds inga, amely igy a kaotikus dinamikai

vizsgalatok egyik kitlintetett alanyava valt.

2.1.2.1 Mechanikai leiras

A rendszer kinetikus energidjat a rudak tdmegkodzéppontjaira felirva a kozéppontok transzlacios

¢s forgasi energidjanak osszegeként kapjuk:

T=%m1"’12+%m2"’§+%11'912_"%12'922 (1.1)
ahol:
LY
1= o™ (E’) (1.2), az i-ik rud tehetetlenségi nyomatéka,
vi=x+y] ,(1.3),ahol a koordinatik:
l, . : l .
x1=zsm9l (1.4), x2=llsm91+5sm92 (1.5),

! !
J’1=—(3100591) (1.6), y,=—(/, cos@ﬁfcos@z) (1.7),

"?

2.1. abra: A kettos inga
paraméterei. Forras: [3]

A rendszer potencialis energiaja:

V=m; gy +my,gy, (1.8)

ahol a nullszint az x-tengely (2. abra), azaz ahol 0,=%90°

~

L, 8=9.81= g nehézségi gyorsulds.

Megjegyzés: h,=— H
2 s



Ezutan a Lagrange- és Hamilton-fliggvény konnyedén szamolhat6, melyekbdl pedig felirhatd az
Euler-Lagrange egyenlet. Numerikus megoldasa lehetévé teszi a mozgas elméleti vizsgalatat,
azonban szamunkra az energia szamithatdsaga elegendo.

A numerikus szamitasok sordn legtobbszor két stlytalan palcan 16g6 golydval szamolnak, mi
azonban ezt, mivel valds ingat vizsgalunk, nem tehetjik meg. A fent ismertetett képlet
természetesen tovabbra is csak kozelités, hiszen nem veszi figyelembe a csapagyak, tengelyek,
illetve az esetlinkben felszerelt szenzorok és panelek tomegét, tovabba hogy a forgastengely sem a
rudak legvégén helyezkedik el. Irdnymutatisra azonban ez a kép is alkalmas, de sziikség szerint a

rudak tehetetlenségi nyomatékait megmérve javithato.

2.1.2.2 Konzervativ eset

A kaotikus mozgasok egyik legfontosabb jellemzdje konzervativ esetben a Poincaré-metszet
(vagy Poincaré-diagram, Poincaré-leképezés) A leképezés lényege, hogy az (esetiinkben 4
dimenziods) fazisteret egy sikkal metssziik el, azaz két fazistérbeli koordinata értékét csak a tobbi

koordinata egy bizonyos kitiintetett értékénél vessziik fel.

2.2. abra: A Poincaré-leképezés
sematikus dbraja. Forrds: [4]

A fenti leképezéssel a kaotikus inga mozgasarél minden energiaértéken egy jellemzd képet
kapunk. A 2.3. 4dbran jol megfigyelhetd, hogy a kis energidkon még periodikus mozgas rendezett
képén a trajektoridk az energia novekedésével miképpen bomlanak fel kaotikus sdvokka.

Az adott rendszerre azonban leginkabb a metszeteken lathato ,,regularis szigetek™ jellemzdéek. Az
energia novelésével felbomld szigetek a rezonédns téruszok, mig a megmaradoak az tn. KAM-
toruszok metszetei. [6]

A surlodasmentes kettds inga differencidlegyenlete numerikusan konnyen megoldhato, igy az
utobbi évtizedekben szamos publikacid és program sziiletett, a kiillonb6zé Poincaré-metszetek,

bifurkacios diagrammok illetve a Ljapunov-exponens meghatarozasaval. [7]
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2.3. abra: Surlodasmentes kettds inga Poincaré-metszeteinek alakuldsa az energia fiiggvényében.
Forras: [5]

2.1.2.3 Megfontolasok a disszipativ esetre

Surlédasos, disszipativ esetben a kdosz fontosabb mérdszamai (lasd 2.1. tablazat) a topologikus
entropia, a Ljapunov-exponens ¢és a fazistér bonyolultsagat jellemzd fraktaldimenzid. Valds esetben
is vizsgalt rendszereknél altalaban a legegyszertibben mérhetd mérdszam a Ljapunov-exponens. [2]

Két, kozel azonos helyzetbdl inditott mozgas fazistérbeli palyajanak tavolsaga exponencialisan

nd, ennek mértékét fejezi ki a lokalis Ljapunov-exponens:
Ax(t)~Ax(ty)e™ | (2.1)

ahol:  Ax(t) a fazistérbeli tavolsag ¢ idépontban,
A alokalis Ljapunov-exponens, melynek atlaga,
A az dtlagos Ljapunov-exponens.
Ha tobb, kozel azonos helyzetbdl inditott mozgas sordn az atlagos Ljapunov-exponens

pozitivnak adodik, kaotikus mozgasrol beszéliink.

9



Felmertil a kérdés, milyen modszerekkel vizsgalhatjuk meg hogy a strlodas miképp modositja a
kaosz megjelenését. A kovetkezOkben ilyen lehetdségekre mutatok rd, illetve munkdm soran azt is
megvizsgalom, az altalam kifejlesztett rendszer erre miképpen alkalmas, illetve a vizsgalatokat

miként érdemes végezni.

1. Mind konzervativ, mind disszipativ esetben az inditdsi paraméterek periodikus,
kvaziperiodikus és kaotikus régidkra oszthatdéak, azonban a tapasztalat szerint [6] a strlodas

megjelenése megvaltoztatja ennek hatarait, igy ezek kimérése fontosnak mutatkozik.

A Poincaré-metszet kifejezést egy adott energian torténd mozgas esetében, azaz surldéddsmentes
esetben szokas definidlni, azonban a surlddasos eset fazistér-metszeteinek vizsgalata is érdekes

kérdéseket vet fel:

2. Mikeént viszonyulnak a kozel azonos kezddfeltételekkel inditott surlodd mozgasok
fazistér-metszetei egymashoz, illetve azok a kezdeti paraméterek altal meghatarozott
energian torténd strlodasmentes mozgas Poincaré-metszetéhez, periodikus, kvazi-periodikus

és kaotikus esetben?

3. Hogyan ,,vandorol” a surl6d6 mozgés fazistér-metszéspontja, a metszés pillanataban
aktudlis energiara szamitott stirlodasmentes Poincaré-metszetén? Fontos megjegyezni, hogy
kiilonb6z6 kezddpontu inditdsok vandorlasat nehéz Osszehasonlitani, hiszen a fazisttér-

metszetet mas-mas energian metszhetik.

A 2.1.2.1. fejezetben vazolt formula segitségével az energia csokkenése a szogkitérések és

szO0gebességek ismeretében kovethetdve valik, tehat:

4. Az energiacsOkkenésbdl a mozgast leird differencidlegyenlet surlodo tagjait
meghatdrozva az el6z6 problémak numerikusan is szimulalhatéva valnak, megkdnnyitve a

4

kiilonb6z6 kezdofeltételek esetén torténd kaotikus jellemzok feltérképezését.

A kovetkezdben vazolt mérérendszer, illetve eredményeim a fenti vizsgalatok megvalositasat, és
annak maddjat teszik lehetové, mutatjak be.

A fenti pontok vizsgalhatosagara vonatkoztatott mérések a 4.3. fejezetben, az ezekbdl levont
kovetkeztetések, és az azokbol kovetkezd tovabbi a lehetdségek pedig a 4.4. fejezetben keriilnek

1ISmertetésre.

10



2.2 A mozgas elemzése virtualis méréstechnikaval

A kettds inga mozgasanak felvételét a mind demonstracids, mind mérési szempontbol idealisnak
mutatkozo6 virtudlis méréstechnikaval oldottam meg, az alabbiakban ennek alapjait foglalom 6ssze,

részletesebben a mérés soran hasznalt szenzorokat ismertetve.

2.2.1 Virtualis méromiiszerek | VALOS RENDSZER 4
h
. . .-y r ’ r
Egy fizikai mennyiség mérése soran SZENZOROK DR
o . . . AKTUATOROK VALOSAGOS
altalanosan az adott objektumot gerjesztentink . ( )
/4 r r r r
kell, (pl.: aktuitorok segitségével), amely AD DA
. ) ] ) o KONVERZIO
részhalmazat vezetjik a mérOmiszerbe, KONDICIONALAS
KIERTEKELES
legtobbszor mérd-atalakitokon (szenzorokon, VISSZACSATOLAS
MEGJELENITES
. o . SZOFTVER
detektorokon) keresztiil. A mérési adatok (VIRTUALIS)
A
kezelésének legegyszeriibb modjat a digitalis | f‘“"USZERFELE'—ET | v
technika adja, ezért altalaban sziikségilink van r |
| (FELHASZNALO) |

egy analog-digitdl (illetve digital-analég)

konverziot végzd eszkozre (AD illetve DA ) o ) ,
2.4. abra: A virtualis méréstechnika elvének

konverterre).[8] sematikus dabraja. Forras: [9]

A hagyomanyos mérOmiiszerek altalaban egy adott méréshez, illetve paraméter méréséhez
készitett, a jelek kondicionalasat, feldolgozasat és a felhasznaloi kezeldfeliiletet egy egységben
tomoritd eszkozok. Ebbdl kovetkezik egy jelentds hatranyuk, miszerint csak specidlis esetekben
teljesitik a felhaszndlo igényeit.

Erre jelent megoldast a virtudlis méréstechnika, amely sordn a szenzorokbol érkezd analog
jeleket AD konverterek alakitjdk szamokka, melyeket a PC-be jutva a virtudalis méromiiszer
dolgozza fel. Ez egy olyan szoftver, amelyet egy konkrét méréshez készithetiink, azonban pont
abban rejlik a technika univerzalitisa, hogy:

— az adott programot a felhasznalé a felmeriild igények szerint barmikor konnyen

modosithatja,

— ugyanazon szenzorok jelei tetszdleges szamu, kiilonbozd célra irt szoftverekkel

feldolgozhatdak, igy egy eszkoz segitségével szamos kiilonb6z6 mérés, kisérlet végezheto.

Az elobbiekbdl lathatéan a virtualis méréstechnika egy koltséghatékony, kényelmes és elegans

modja a mérések illetve iskolai demonstracios kisérletek kivitelezésének.
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2.2.2 Alkalmazott szenzorok mukodési elvei

A virtudlis mérdmiiszerek a szenzorok altal mért jeleket dolgozzak fel. Az adatgyiijtd egységtol
fliggden tobb, analog és digitalis jelet szolgaltatd érzékeldk is hasznalhatéak. Az aldbbiakban csak a

munkam soran hasznalt két érzékeld mérési elvét, illetve fontosabb jellemz6it ismertetem.

2.2.2.1 Gyorsulasszenzor

A méréseim soran hasznalt egyik érzékeld egy analdég kimeneti, ADXL 150 tipusu egytengelyti
gyorsuldsszenzor volt, melynek fobb jellemzdi a 2.2. tdbldzatban lathatdéak. A gyorsulasszenzor
kovetkezd elven mitkodik:

A 2.5. abran lathato test a két végénél rugalmasan a tokozdsdhoz van rogzitve, igy gyorsulas
esetén az ahhoz képest a rugdk hajlasa kovetkeztében elmozdul. Vele egyiitt ekkor elmozdul a
kozepén elhelyezkedd kiallo feliilet is, amely két, a tokozashoz rogzitett lemez kozott helyezkedik
el, igy sikkondenzatort alkotva. A mozgds soran lejatszodd kapacitds-valtozasbol pedig

kovetkeztetni lehet a gyorsulasvaltozasra.

Méréstartomany +5g I%
BEAM
Nemlinearitas 0,20% ]
CAPACITANCES i .:l §
Felbontas 38 mV AN E— z
g | B
Zajstirliség 1 Mg FIKED/:HV UNIT CELL )
\/ Hz PLATE “————————=—
Savszélesség (-3 dB) 1000 Hz
Il ANCHOR
Tapfesziiltség 5V
- o 2.5. dbra: ADXL 150 tipusu
2.2. tablflzatf Az AD,{(L 150 gyorsulasmero gyorsulasszenzor sematikus abraja és
Jobb jellemzdi. Forrds: [10] miikodési elve. Forrds: [10]

Bér a szenzor gyorsuldst mér, munkdm soran kozvetetten a kettds inga fels6 rad elfordulasanak
mérésére szolgalt, melynek elve a 3.3. fejezetben keriil részletesebb ismertetésre. A kiadott
fesziiltségérték és a szamitott szogelfordulas kozotti kapcsolat nemlinearis, igy a mérés soran
zajszlrést kellett alkalmazni. A munkdm sordn zajsziirési modszerek a 2.2.3. fejezetben keriilnek

bemutatasra.
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2.2.2.2 Digitalis elfordulasméré

Az alsé inga szogkitérésének mérésére hasznalt AEDB-9140 tipusu digitalis elfordulasmérd

(felszerelve: lasd 3.4. abra) érzékeldjén egy LED és vele szemben elhelyezett 6 fotodioda van,

melyek kozott egy, a keriiletén 500 kis bardzdat tartalmazo tarcsa forog el, a fényt meg-meg

szakitva. Az igy generalt digitalis jelalak (lasd 2.7. abra) egy korbefordulast, azaz 360 fokot 1000

részre oszt, tehat a felbontasa: 0,36 fok.

RE SISTOR_I
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T
—4-d
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LENS

COMFARATORS

x
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[
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INDEX
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CIRCWMTRY

SIGNAL
PROCESSING
CIRCUITRY

7]

]

—
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2.6. abra: AEDB-9140 tipusu digitalis elfordulasméro
blokkdiagramja. Forras: [11]

A szenzornak 3 kimenete van, az A és B csatorna kozotti faziskésés eredményezi hogy a jel

peridodusszama a tarcsa bevagasai szamanak kétszerese lesz, mig egy harmadik, Index csatorna jelzi

a korbefordulast (lasd 2.7. abra).

AMPLITUDE

- 24V

04V
CH A

— 24V

—O4v
CH. B

— 24V

— 04V
CH.1

ROTATION

2.7. abra: AEDB-9140 tipusu digitalis elfordulasmeéro kimend
jelalakjai. Forras: [11]

A szenzor a mérés sordn torténd felhasznalasa részletesen a 3.4. fejezetben keriil részletesebb

1smertetésre.
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2.2.3 A szoftver altal hasznalt zajsziirési modszerek

Zajszlrés mozgdatlag szamitasaval

A zajszlrés egyik legegyszertibb a mozgoatlag hasznélata, amellyel az i-ik pont értékét a

kovetkezoképpen szamitjuk:

N

_1¥
N_j_o i-j) >

Xy

M

(2.2)

ahol N azon utols6 pontok szdma, amelyre az atlagolas torténik.
A mozgdatlag atviteli fliggvénye a négyszogimpulzus Fourier-transzformaltja, azaz a sinc fiiggvény
abszolut értéke, tehat:

_sin(N-w-Tr)
N-w-m

H(w) , (2.3)

ahol: w a korfrekvencia.

Zajszlrés Bessel-alulateresztd sziirgvel

A Bessel-szlird egy az elektronikdban ¢és jelfeldolgozasban gyakran hasznalt lineéris sziird,

melyet atviteli fliggvénye hataroz meg [12]:

0,(,,) 2.3)

(UO )

ahol ©,(s) azinverz Bessel-polinom, ®, pedig a levagasi korfrekvencia.

dB Moving Average Filter dB Bessel Lowpass Filter
0,0 0,0
-25,0- 25,0~
-50,0- 50,0~
-75,0- 75,0~
-110,07 T T T -110,07 T T T
01 01 1,0 10,0 50,0 Hz 01 01 1,0 10,0 50,0 Hz

2.8. dbra: A 10-es mozgodtlag és a Bessel-sziiro atviteli fiiggvényének osszehasonlitdsa
(=100 Hz, Bessel-sziiro rendje 2, w, =5 Hz)

A 2.8. abran lathatd, hogy a 10-es mozgodatlag joval kevésbé sziiri ki a nagyfrekvencias jeleket,
mint a masodrendii Bessel-sziird, azonban valods ideji alkalmazas esetén joval gyorsabb megoldast

nyujthat (az ingénal valé alkalmazhatdsagat lasd 4.1.1. fejezet).
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2.3 Valodi kettds inga vizsgalata és alkalmazasai

2.3.1 Mérések valodi kettds ingaval

Valodi, surlodo kettds ingéara eldészor Shinbrot és tarsai [1] 1991-ben végezték el a Ljapunov-
exponens meghatarozéasara szolgaldo méréseket. A mozgast stroboszkopikusan fényképezve sikertilt
bizonyitaniuk annak kaotikussagat (1asd 4.3. fejezet). Késdbb tobb hasonld mérést végeztek, tobbek
kozott magyar kozépiskoldsok is [13]. Munkéjuk soran a felsd inga elfordulasat mérték
potenciométer segitségével, amely a vizsgalt mozgast jelentdsen lerdviditheti. A felvett adatokon
szamitogépen offline bizonyitottdk a mozgas kaotikussagat a Ljapunov-exponens mérésével.

Napjainkban a kettds illetve harmas ingékat a kdosz megjelenésének megakadalyozasat célzo
kutatasokhoz hasznaljak, az elfordulast ugyancsak potenciométerekkel mérve (amely az alkalmazott

gerjesztések miatt ez esetekben nem jelent kiilondsebb gondot) [14].

2.3.2 A kettds inga, mint demonstracios eszkoz

Mivel az egyik legegyszeriibb kaotikus rendszer, és mozgasa rendkiviil 1atvanyos, a kettds inga a
kaoszfizika klasszikus demonstracios eszkoze lett. A mozgas eldrejelezhetetlenségét a gyors és
sokszor meglepd mozgas onmagaban is sugallja, a kezdofeltételekre valo érzékenységet pedig egy
kénnyen épithetd ,,iker-kettdsinga” is képes demonstralni [2].

Az inga mozgasanak pontosabb kisérleti tanulményozésa lehet6vé teszi az érdekl6dd szdmara a
modern fizikai vizsgalati modszerek megismerését és elsajatitasat, ezért az utobbi években tobb
esetben egyetemi laborgyakorlat illetve emelt szinti kdzépiskolai mérések targyava valt a kaotikus
inga mozgasa [3], [8], [15], [16]. Vizsgalata kameraval és képelemzd szoftverrel igen koriilményes,
specidlis felszereltséget €s ismereteket igényel, a potenciométerrel valdé mérés pedig jelentdsen
csokkenti a mozgas iddtartamat, illetve a kaotikussag megjelenését. Vektorszkop segitségével a
mozgas befolyasolasa nélkiil felveheté az ingarészek elforduldsa, azonban a miiszer specialis
szoftverei jelentds hatranyt jelenthetnek egy meggy6z0, latvanyos mérdprogram elkészitésében. A
mar emlitett kozépiskolai mérés a Fizikai Szemlében torténd megjelenése jol mutatja, miként
hozhatja kozelebb a kaotikus jelenségek vizsgalata a tanulokat a tudoméanyos szemléletmodhoz.

A virtualis méréstechnika fentebb emlitett univerzalis jellege miatt annak hasznalata ez esetben
megfeleld, koltséghatékony és elegdns megolddsnak mutatkozik. Az inga latvdnyos mozgésa
kozben a fazistér-koordinatakat, metszeteket ¢€s fazisportékat valdés idében bemutatva lehetdség
nyilik a kaotikus mozgas jellegzetességét és annak vizsgalati modszereit egyszerre demonstralni.
Lehetoség nyilik tovabba a kaotikus mozgas analizisét online, a 2.3.1. fejezetben bemutatottaknal

joval részletesebben elvégezni, megvizsgalva a 2.1.2.3. fejezetben felvetett uj kérdéseket.
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3 Arendszer felépitése

3.1. &bra: A kettos inga és a mérdrendszer

Az aldbbiakban bemutatom a dolgozat targyat képezd mérérendszert, €s a vizsgalt kettds ingat
(lasd 3.1. abra). A rendszer feladata a két rud szogelforduldsanak felvétele €s valos idejii kijelzése,
illetve az azokbol szamolt mennyiségek és metszetek abrazolasa. Erre kézenfekvd megoldas volt a
virtualis méréstechnika (lasd 2.2. fejezet) alkalmazéasa, amely segitségével a fejlesztés nagy része
szoftveresen torténhetett, és az online mérés konnyedén beszerezhetd szenzorok segitségével
megvalosithatova valt.

A rendszer fobb elemei a mérést végzo gyorsuldsszenzor és a digitalis elforduldsmérd, az AD-
konverzidt végzo adatgyiijté eszkdz, és a LabVIEW kornyezetben irt mérdszoftver. Az kovetkezd

pontokban ezeket mutatom be részletesebben.
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3.1 A vizsgalt kettos inga

A kett6s inga az 1.1. dbrdhoz hasonldan, Shinbrot és tarsai [1]
cikkének Utmutatidsa alapjan készilt el. A surlédas csokkentése
miatt a fels6 rad két lapbdl all, melyek kozott kozépen az also el
tud fordulni. Az aluminiumbol késziilt inga csapagyakkal forog a
tengelyen, amely egy allvannyal az asztalhoz van rogzitve. A
minél erdsebb rogzités fontos a mozgds iddtartamat illetden,
iigyelni kell, hogy minél kevesebb energiat veszitsen a rendszer.

A fels6 radon egy csavarokkal kalibralhato panelen
helyezkedik a fels¢ inga elforduldsat mérd gyorsulasszenzor, ide
kapcsolodik vezetékkel az als6 szenzor és az adatgyiijto eszkoz is.

Az inga fébb paraméterei:

[,=0,273m, a felsd rad hossza,

[,=0,215m, az also rad hossza,

w,=w,=0,025m, arudak szélessége,

z,=0,01, a fels6 rész egy lemezének vastagsaga,
z,=0,02, az als6 rad vastagsaga,

m;=0,3686 kg, a fels6 rad tomege,

m,=0,2903kg,  azalsé rad tomege.

3.2 Az adatgyiijto eszkoz

LLAET)

3.2. &bra: A vizsgalt kettos inga

Az adatgylijté eszkoz feladata a ,,kommunikacid” lebonyolitdsa a szenzorok és a virtudlis

mérOdmiszer (szoftver) kozott. Jelen esetben ezt a feladatot, egy EduDaq, 16 bites, 4 csatornds,

levalasztott USB adatgyiijtd miszer végzi, melyet az SZTE Zaj és nemlinearitas kutatdcsoportja

fejlesztett ki [17].

Az eszkdzben két AD-konverter dolgozza fel az adatokat, melyek két-két csatornat tudnak

kezelni. A miiszer képes analog ¢és digitalis jelek feldolgozéasara (ez tette lehetdvé a két szenzor

hasznalatat az méréseim soran). A miiszer USB porton kommunikal a virtudlis mérémiiszerrel,

amellyel be lehet allitani tobbek kozott a mintavételezési frekvenciat a miiszer €s a szoftver kozott,

a mintavételi ratat a miiszer és a szenzorok kozott, az egyszerre kiildott adatok hosszat, stb.

A méréshez sziiksége jelfeldolgozas nagy része tehat a virtualis miiszerre marad, a mérérendszer

muikodése nagyrészt a szoftverektdl fiigg, igy az barmikor modosithato.
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3.3 Gyorsulasszenzor — a felso rud vizsgalata

A gyorsulasszenzor sok esetben alkalmas lehet szogmérésre,
¢s nagy elénye hogy nincs kontaktusban a forgo részekkel, tehat
nem befolyasolja a vizsgalni kivant mozgast. A gyorsuldsmérd,
nyugalmi helyzetben is mér gyorsuldst: a nehézségi gyorsulast.
Ha a szenzor « szoggel elfordul (€¢s nem végez transzverzalis
mozgast), a mért gyorsulasérték cosa -val lesz aranyos.

A felsé rud elfordulasat ADXL 150 tipusu szenzor méri,
amelyet egy aluminium hid segitségével lett a tengely folé
helyezve (lasd 3.3. abra). A kalibralast milanyag csavarok
segitségével lehet elvégezni. A hidon az érzékeld egy panelen
helyezkedik el, amelyen az als6 szenzor felhtizo ellendllésai is
talalhatoak. A szenzor ugy van elhelyezve, hogy ©,=0 esetén

a gyorsulasra érzékeny tengelye vizszintes legyen. Az ingat

©,=%90° Kitéritve a szenzor a maximum illetve minimum 3.3.dbra: 4 gyorsuldsszenzor
forgastengely folé helyezése
értéket méri, igy lehet tehat a szenzort kalibralni (lasd 3.4. 4bra).

Mivel az alkalmazott szenzor egytengelyil, igy természetesen csak ©@,=—90°—15/+90° —ig
képes szoget mérni. Megfeleld feltételeket szabva kiterjeszthetd az érzékelés 360° -ra, illetve
tovabbi fejlesztésként két tengelyll szenzor alkalmazéasa kikiiszobolné ezt a problémat, azonban
szamunkra ez a mérési tartomany is elég, mert, mint latni fogjuk, a mozgas ezen beliil is lehet

kaotikus. Egy egyszerii algoritmussal megoldhatdva valt, hogy a programban jelezve a 90° feletti

inditast, az elsO vizszintes tengelyen vald athaladasig a mliszer 90° felett jol mérjen.

gaannnm ponanan  —g= = e

7 H 14 a — — = =

-~— 9 — | 2 T == l =

8 14 1 7 =] = = =

goroomn I 1= =7 8 =
0g 0g +1g “1g

{a) b) (c) (@)
3.4 dbra: Az ADXL 150 egytengelyii gyorsuldsszenzor kalibralasa. Forras: [10]
Mivel fesziltségérték és szogérték kozotti kapcsolat nemlinearis, ©,=%90° esetén a zaj
jelentésen megnd, emiatt az ezen a tartomanyon torténd mérés esetén ezt figyelembe kell venni,

illetve zajszirést alkalmazni (lasd 4.1.1).
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3.4 Digitalis elfordulasméré — az alsé rud vizsgalata

Az als6 rad elforduldsat mar nem lehet, illetve joval nehezebb ¢és pontatlanabb
gyorsulasszenzorral mérni, mivel a mozgas soran a szenzor tényleg gyorsulna, illetve a felsé rud
elfordulasat is mérné. Ezeket a zavar6 tényezoket csak numerikusan lehet kompenzélni, ami igen
pontatlan eredményt adna. Lehetdség van azonban egy joval egyszeriibb elv alkalmazasara, amelyet
az AEDB 9140 tipust digitalis elfordulasmérd biztosit (lasd 2.2.2.2. fejezet).

A tarcsat az als6 tengelyre, az olvasoéfejet pedig felsé rad
aljara helyezve (lasd 3.5. 4bra) az elfordulas zavartalanul
mérhetd, méghozza ez a miivelet sem befolyasolja magat a
mozgast.

Az adatgyiijtd az impulzusokat szdmlalja, ez alapjan a
virtualis mérémiszer egy szamot kap, amelyek kozott
kiilonbség a fentiek értelmében 0,36 -ot jelent. A
szoftver az elsd index-jel (korbefordulas-jelzés) érkezéskor
0-ra kalibralja az aktudlis szoget, igy lehet6ség adodik az
abszolut szogmérésre.

A szenzor igen ¢érzékeny, az olvasdfej egy kis

elmozdulédséara adatvesztés Iéphet fel, ezért az érzékeldt egy

doboz zarja el a kulvilagtol, megvédve igy a finom 345 spo. 4 AEDB 9740 tipusti

beosztasu tarcsat is a portol. (lasd 3.2. dbra). digitdlis elforduldsméré az ingdra
helyezve, védo doboz nélkiil.

3.5 Méroszoftver

A kettds inga mozgasanak vizsgalatdhoz sziikséges online, az adatsorokat offline kiértékeld
programot, illetve az EduDaq adatgyljtével torténé kommunikécié szubrutinjait LabVIEW
kornyezetben készitettem el. A LabVIEW egy virtualis mérdmiiszerek fejlesztésére készitett magas
szintll programozasi nyelv, melynek beépitett matematikai analizist végzd alprogramjai sok esetben
nagyban segitik egy virtualis mérdmiiszer elkésziiltét.

A valés idejli szoftverrel az USB port és a mintavételezési frekvencia beallitdsa utan a mozgas
vizsgélata azonnal lehetségessé valik. A kaotikus mozgasok mérése soran a PC ¢és az eszkdz kozotti
mintavételi frekvencia 100 Hz volt, mig az eszkdz és a szenzorok kozotti mintavételi rata 20 kHz,
(amely az als6 ingarész igen gyors, masodpercenként 4-5 korbefordulast produkalé mozgasa soran
is elegendo).

A mér6szoftver mukodését az alabbiakban ismertetem részletesen.
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4 Eredmények

Munkdm {6 eredménye a mérdrendszer és szoftvereinek elkészitése, azoknak demonstracids
alkalmazasa illetve a mozgas tanulmanyozasa soran alapvetd kovetkeztetések levonasa arra nézve,
mit és hogy érdemes vizsgalni a disszipativ rendszer kdoszanak megértéséhez. A dolgozat elején
felvetett kérdések (lasd 2.1.2.3. fejezet) részletes analizisére a rendszer alkalmasnak bizonyult, az
arra vonatkozd megfontolasokat az elméleti vizsgalat tiikkrében kiilon fejezetben targyalom, amely

megalapozza a disszipativ rendszer leirasahoz sziikséges késobbi vizsgalatokat.

4.1 A rendszer elért képességei

F6 célkitlizésem olyan mérdrendszer készitése volt, mely konnyen elérhetd szenzorok
segitségével, mégis a célnak megfeleld pontossaggal online mérhetévé tegye a kaotikus mozgas
minél tobb paraméterét. A szoftver a fazistér-elemek aktualis értékének kijelzése mellett képes
latvanyosan szemléltetni a kdaosz egyik f6 ismérvét, miszerint rendkiviil érzékeny a
kezdofeltételekre, tovabba képes valds iddben kijelezni a kdosz vizsgéalatdnak fobb elemeit, a

fazistér metszeteket, fazisportékat. Az alabbiakban ezeket mutatom be részletesebben.

Konvencio: a kovetkezOkben:

- a fels6 rud elfordulasa: O, , mértékegysége: fok,

- a fels6 rad szogsebessége: w; , mértekegysége: fok/szekundum,
- az also rad elfordulasa: 0, , mértékegysége: fok,

- az also rad szogsebessége: w, , mértekegység: fok/szekundum.

- Az é4brdkon az iddtengelyen (Time) a mintavételi pontok szamat jeloli, a mintavételi

frekvencia minden mérés soran 100 Hz volt.
4.1.1 A fels6 rud koordinatainak kijelzése

Mint a 3.3. fejezetben lathatd, a gyorsuldsszenzor altal adott jelet a program szdgelfordulassa
konvertalja. Mivel nemlinearis leképezéssel torténik a konverzid, a zaj a rud vizszintes helyzetében
igen naggya valik (lasd 4.1. dbra). A pontossag novelése érdekében kétféle zajsziirést probaltam ki.

Mozgobatlaggal (lasd 2.2.3. fejezet) vald szamolés soran az utols6 10 pontra szamitott atlagolas
tlint ideélisnak, ennél nagyobb értékekre gyors mozgas esetén jelalakokat torzitotta a sziird.

A Bessel-alulatereszté sziird (lasd 2.2.3. fejezet) egy a LabVIEW-ba beépitett alprogram, igy
hasznalata kézenfekvd volt. Masodrendii sziiréként, 5 Hz levéagasi frekvenciaval a jel megfelelden

letisztult.
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4.1. dbra: A felsd szogkitérésének ( O, ) kijelzett értékei, feliil sziirés nélkiil, kozépen
10-es mozgoatlag, alul pedig Bessel-aluldatereszto sziirovel zajsziirve.
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4.2. abra: A kijelzett szogsebesség ( W, ) értékek, feliil a mozgoatlaggal sziirt jelbol
numerikusan szamitott, alul a Bessel-alulatereszto sziiré altal sziirt jelbol numerikusan
szamitott szogsebességek lathatoak.

Mint a 4.1. abrén lathat6, a két sziirt szogelfordulas-jel kozott szamottevo kiilonbség nem lathato,
azonban a beldliik numerikus derivalassal szamitott szogsebesség-értékeken mar a kiilonbség
jelentds, igy a tovabbi szdmoldsokhoz a Bessel-szlird altal sziirt jelet hasznaltam. A levagéasi

frekvenciat a szogkitérés-jelek spektruma alapjan hataroztam meg (lasd 4.1.3. fejezet).

4.1.2 Az also rud koordinatainak Kkijelzése

Bar az als6 rud elforduldsdt mérd digitdlis szenzor zaja joval kisebb (lasd 3.4. fejezet), a
numerikusan szamitott szogsebesség mar zajosnak bizonyult, igy a szenzor jelét a felsd rudnal is
hasznalt Bessel-alulateresztd szlirdvel szlirtem meg. A levagasi frekvencia a spektrum alapjan (lasd

4.1.3. fejezet) ugyancsak 5 Hz volt.
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4.1.3 A rudak szogelfordulasanak spektrumai

A jelek zajszlrésekor felmeriilt a levagasi frekvencia megvalasztasanak kérdése (lasd 4.1.2.,

4.1.3. fejezetek), ezért a program képes a jelek spektrumat felvenni, a felhasznal6 altal kivéalasztott

jelszakaszra.
A ,,Get Data” gomb két lenyoméasa kozott szogelfordulas-értékekre a program FFT (Fast Fourier

Transform) algoritmus segitségével szamitja ki a spektrumokat. A program négyszogablakot

hasznal, mivel a spektrumok felvétele specialis beéllitdsokat nem igényel.

A spektrumok felvétele a mozgasok kiillonbozd tartoményaira (periodikus, kvazi-periodikus,

kaotikus) lehetdséget adhat tovabbi vizsgalatokra.

Pendulum 1

Gek data to FFT

I ||| i i
AR

f '1"'.“"“' )
i Wnrlh

|
||\

|
I'-I| Il l'J l'l hllu‘lly

Magnitude

I
0,0 0,1 1,0
Get data ko Al Frequency (Hz)

Pendulum 2

Gek data ko FFT 2

ragnitude

10,0 50,00

1
0,0 0,1 1,0
Frequency (Hz)

4.4, abra: A ket rud szégelfordulds-adatainak spektrumai a mozgas kaotikus fazisaban
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4.1.4 Kezdofeltételekre valo érzékenység latvanyos demonstracioja

A program képes demonstralni a kdosz jelenlétét a mozgasokban, megmutatni, a latvanyos
mozgason til miért is nevezziik az inga mozgasat kaotikusnak. (1asd 4.2. fejezet).

Tobb, kozeli pontbol torténd inditast egymas utan felvéve, és egy grafikonon kiilon szinekkel
abrazolva jol lathato a kiilonbség a mozgasok kozott, ahogy az elengedés utdn az inga az elsd
instabil allapotdhoz ér. Az als6 szogkitérések nincsenek csonkolva (azaz  +180° kozé vagva), igy
nincs torés a grafikonban, és a tavoli koordinatak jol jelzik, az als6 inga atforduldsanak szama két
mozgas kozott jelentdsen eltér, tehat a mozgasok kozott radikalis a kiilonbség, a jelenség kaotikus.

Természetesen torekedni kell a minél kozelebbi kezddfeltételek elérésére, illetve hogy az
inditasok a program inditdsa utdn ugyanakkor torténjenek. (az Ljapunov-exponens szamitasdhoz

sziikséges szinkronizaldsi pontossag offline javithato [lasd 4.4 fejezet]).

Pendulum 1

160-
140-

o0 | = N

100-

Angle (degree)

o &0 500 1000 1200 1400 1600 1300 2000 2200 2400 2600 2800
Tirre

Plot 0 P

Plot 1 P

Pendulum 2 Porz P

Plot 3 P

angle (deqgrees)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800
Time

4.5. abra: 3, kiilonbozo szinnel jelolt adatsor valos idejii 6sszehasonlitasa, feliil a felso rud ( 0, ,
alatta az alsé rid szogkitérése ( O, ) az idé fiiggvényében .
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4.1.5 Fazisportrék, fazistér-metszetek kijelzése

A program képes valds idOben kijelezni az alsé és felsd rud fazisportréjat, (azaz szogsebességét a
kitérés fiiggvényében). Ezen feliil képes egy féazistér metszetet is szamitani, és valos idében
kijelezni az Gjabb metszéspontokat. A fazistér metszete:

w,—0, sik, amikor ©@,=0, és w,>0 4.1)

A metszetet praktikus igy valasztani, hiszen a felsé rad, mivel nem (vagy ritkan) fordul at,

sokszor 4thalad a fiiggéleges helyzetén ( @,=0 ), az alsé inga kitérése pedig a teljes tartomanyon

vizsgalhato, és az j6 néhanyszor at is fordul.

Pendulum 1 Pendulum 2

Angular velocity (degreefsec)
Angular velocity (degree/sec)

Angle (degree) angle (degree)

Poincare section

Angular velocity (degree/sec)

I I I [ I I
-100 =50 a S0 100 150

Angle {degree)
4.6. abra: A felso rud (Pendulum 1) és az also rud (Pendulum 2) fazisportréja, alatta a fazistér egy
metszete (4.1).

A tobb kozeli pontbol inditott mozgas metszeteinek Osszehasonlitdsdra az oftline értékeld

program ad lehetOséget (lasd 4.3. fejezet). A fenti sikok kijelzése kdnnyedé teszi a mozgas valds

idejii megfigyelését, és egyben demonstralja a kaotikus mozgasok megfigyeléséi modszereit is.
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4.2 Demonstracios alkalmazhatosaga

A kettés inga demonstracios szerepe eddig is kiemelt jelentdségii volt, sét, a kvantitativ
mérésekre is voltak, vannak kisérletek (lasd 2.3.2. fejezet). Az eldbbiekben bemutatott program
azonban, mivel valds idOben jelzi ki a demonstralt mennyiségeket, metszeteket, igy a jelenség és
annak vizsgalatdnak bemutatdsara kivaléan alkalmas (lasd 4.5., 4.6. fejezet). Ezen képességet
figyelembe véve az egyszerlien kezelhetd rendszer eldrelépést jelenthet a kdosz demonstralasaban.

A rendszer alkalmasnak mutatkozik mind az altaldnos hallgatdsag figyelemfelkeltésére, mind
kozépiskolai, egyetemi kisérletezésre. Szegeden, 2010.01.30.-4&n az SZTE TTIK Fizikus
Tanszékcsoportja altal szervezett Fizika Napja cimii rendezvényen a féleg kozépiskolasokbdl és

tanarokbol 4116 hallgatosag figyelmét és érdeklddését a rendszer egyértelmiien felkeltette.

4.3 A rendszer vizsgalata soran levont elméleti kovetkeztetések

Az elkésziilt rendszer valos idOben képes kijelezni a fazistér elemeinek értékeit, a Fourier-
transzformaltakat, a két inga fazisportréjat és a fazistér egy metszetét (lasd 4.1. fejezet). Célom volt
ezen adatok segitségével a dolgozat elején felvetett kérdések fényében megalapozni a surlodasos
inga mélyebb analizisét (lasd 2.1.2.3., 4.4. fejezet).

A Ljapunov-exponens megméréséhez, illetve a fazistér-metszetek metszéspontjai
elhelyezkedésének vizsgalatdhoz a kezddfeltételek kicsiny valtozasa esetén létrejové mozgasok
Osszehasonlitdsa sziikséges. Ehhez a kettds ingat lehetdleg minél jobban egyezd kezddfeltételekkel
kell elinditani. Az adatok 0sszehasonlithatosdgahoz azok felvételét €s az inditast is igen pontosan
kell szinkronizalni, hogy a kiilonb6zd inditasokhoz tartozé mozgasok fazistérbeli koordinatainak
kiilonbségét helyesen lehessen szamitani. Erre természetesen a szogkitérések valtozasanak
gyorsasagat mérve algoritmus is készithetd, mely a mérdszoftver egy késébbi fejlesztése lehet, a
most bemutatott eredményekhez azonban egy offline analizaldé programot készitettem, mely az

adatsorok megmérése utan egyszerre képes kijelezni az keresett jellemzoket.

4.3.1 Offline vizsgalat

A mérbszoftverrel rogzitett adatokat konnyedén masolhatjuk mas LabVIEW programba, igy a
fazistér rogzitett adatainak tovabbi feldolgozasiara egy madsik programot készitettem, amely
segitségével megoldhatd az adatsorok szinkronizalasa. A szoftver kijelzi a fazistér elemeinek
értekét, kiillonbozo szinekkel a kiilonbozd adatsorokat, igy a szinkronizalds manudlisan torténhet. Az
elengedés pillanatat az idétengelyen a 0 értékhez tolva a fazistérbeli tadvolsagokat helyesen szamitja

a program a két adatsor kozatt.
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4.3.2 Ljapunov-exponens kimérése

Mérésem soran az eldszor Shinbrot és tarsai [1] altal végzett mérést kivantam reprodukalni, azaz
bizonyos kezdeti helyzet kornyékérdl tobbszor elengedve az ingat, a mozgasok palyajanak
fazistérbeli tavolsdganak novekedésére illesztett exponencidlis kitevdjének, a Ljapunov-exponens
atlagat kiszamitani. Ha ez az érték pozitivnak adodik, a mozgasokat kaotikusnak nevezhetjiik. A
kisérletet kiilonb6z0 kezdeti kitéritésekre elvégezve feltérképezhetjiik, a kettés inga mely
tartomanyokbdl inditva viselkedik periodikusan, kvaziperiodikusan illetve kaotikusan, amely (lasd
4.4. fejezet) fontosnak mutatkozik a disszipativ rendszer megismerésében, hiszen
Osszehasonlithatova valik az elméleti modellbdl kapott adatokkal. Az alabbiakban bemutatom, hogy
az ehhez sziikséges mérés a mérdrendszerrel kényelmesen elvégezhetd, és egyben tjfent bizonyitom
a kettés inga mozgasaban megjelend kaoszt a vizsgalt kezddfeltétel esetén.

A kisérlet soran 5 mérést végeztem, megprobalva minél kdzelebbi szogkitérés értékbdl inditani a
mozgasokat.(lasd 4.1. tablazat) A 4.7. abran jol lathatdé a mozgasok fejlédése az idében, miszerint a
kezdeti szakaszban megegyeznek, majd, egy bizonyos ponton (az elsO instabil allapothoz érve)
kiilonvalnak, egészen a mozgas csillapodasaig. Az offline kiértékeld programmal barmelyik adatsor
barmelyikkel 6sszehasonlithatova valt, a program a kiilonbségek idébeli alakulasat kijelzi.

Fontos megjegyezni az exponencialis illesztésénél felmeriilé problémat. Mivel tranziens, tehat
véges ideji kaoszt vizsgalunk, a fazistérbeli kiilonbségek is csak véges ideig fognak ndvekedni.
Ebbdl kovetkezden csak a kapott fiiggvények novekvd részére kell illeszteniink exponencidlist,
azonban a ndvekvd szakasz pontos meghatiarozasa altalaban igencsak nehézkes, az exponens
értékek szorasa igy rendkiviil nagy, amely az irodalomban ismert [1],[8] (lasd 4.9. dbra). Ahogy erre
Shinbrot is ramutat [1], az illesztés pontos megvalositasa igy komolyabb analizist €s algoritmusokat
igényel, azonban az exponens mindenképpen pozitivnak adodik, tehat, példdul demonstraciods
kisérletek, laboratoriumi gyakorlat vagy olyan mérés esetén, ahol pusztdn a kdosz megjelenése
érdekel minket, az emlitett nehézkes illesztési mechanizmusok elhagyhatdak. Eredményeimbdl
latszik, hogy a kaotikus régiok pontosabb feltérképezéséhez az emlitett algoritmus irasa is egy
fontos tovabbi fejlesztés lehet.

Mivel az alsé rud tobbszor atfordul, a szenzor akar tobb ezer foknyi aktudlis kitérést is jelezhet.
Fazissikon torténd abrazolasnal igen, idObeli valtozast abrdzold grafikonon (lasd pl.: 4.7. &bra)
viszont nem csonkoltam a szégkitérést -180 és -180 fok koz¢, hiszen a keletkezett torés megzavarja
az atlathatosagot, illetve az atforduldsbol sszeadodod szogértékek informacidval birnak, miszerint
hanyszor fordult at addig a mozgas soran a rad. A fazistérbeli tdvolsagok szamitasanal a csonkolds

esetleges alkalmazasa érdekes kérdés, én Shinbrot eljarasat kovetve [1] nem csonkoltam a szogeket.
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Az alabbiakban bemutatott eredmények kdosz megjelenését, és az eldbbi problémaékat is jol
demonstraljak.

FO00 -
6000 -

5000 -

Amplitude
() -
= [mm]
[ =
(] [mm]

| |

2000 -

1000 -

0=y I I | | 1 1 1 1 1 1 1
] 200 00 &00 00 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
Time
4.8. dbra: A 2. és 4. adatsor fazistérbeli tavolsaganak alakulasa az ido

fiiggvényeben, fent pedig az illesztett Ljapunov-exponens pozitiv értéke.

A 4.8 abran lathato, hogy a 2. és 4. mozgas tavolodasanak mértéke a fazistérben exponencialisan
nd, és tobb mint 20 masodpercig tart, ez szép példdja a kdosz megjelenésének.

Az 4.9. dbran bemutatott esetek a példak a fentebb emlitett, az irodalomban eddig is ismert
illesztési problémara. Ezen esetekben a nagyon révid idére vald illesztést valasztottam, &m ezek az
értékek tobbi atlaganal altaldban joval nagyobbak, hiszen az instabil helyzet utan valo ellenkezd

iranyba tavolodast fejezik ki (lasd 4.1. tablazat).
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4.9. 4bra: Példak az exponencialis-illesztésnél fellépo, az irodalomban ismert nehézségekre. Fent

az 1.és 4. adatsor, alul pedig a 3. és 5. adatsorra kozotti tavolsag idobeli fiiggése van abrdzolva,
baloldalt a hosszabb ideig, jobboldalt a révid ideig tarto emelkedd szakaszra.
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Mivel a fenti 5 mozgas Osszehasonlitasa koziil az dsszes lehetséges kombinacio esetén a lokalis
Ljapunov-exponens pozitivnak adodott (lasd 4.1. tdblazat), igy tehat az atlagos exponens is pozitiv,

a vizsgalt kettds inga mozgésat az adott kezddfeltételekre egyértelmiien kaotikusnak nevezhetjiik.

|. adatsor | II. adatsor T[s] |Ljapunowexponens Az inditasi O, kiilonbségei a mért
1 2 23 0,07 . o .
1 3 7 0.25 adatok szerint +0,5° -on beliil voltak,
1 4 5,8 0,26 azonban fontos megjegyezni, hogy a
1 5 12,2 0,11 , . .
> 3 1 01 gyorsulasszenzor pontossaga ezt nem éri
2 4 21,5 0,14 el. A kezdofeltételek tehat:
2 5 2,95 1,03 o
3 4 3,4 0.8 0,=160", w,=0—,
3 5 23 0,07 s

0 1°

4 5 19 0,08 0,2 1333, w,=0 -

4.1. tablazat: Az 5 kozel azonos kezddfeltételbol inditott
mozgas (lasd 4.7. abra) osszehasonlitasa a tavolsag

¢ (e ghed ; we @ Az atlagos Ljapunov-exponens:
novekedésének tartomanyan. T a novekedeés idotartama.

A=0,29
4.3.3 A fazistér egy metszetének vizsgalata kozel azonos kezdofeltételek esetén

A dolgozat elején emlitett masik érdekes kérdés, melyre a rendszer valaszt adhat, és amelyre
valaszolni kivantam, megvilagitva a tovabbi lehetdségeket, a fazistér egy metszetének alakuldsa
kozel azonos inditdsok esetén. Az elézdekben vizsgalt, kaotikusnak adodott (lasd 4.3.2. fejezet)
mozgasok esetén jol lathatdo (lasd 4.10. éabra), hogy a metszéspontok nem adott helyeken
tomoriilnek, a kiilonb6zé mozgasokhoz tartozd csoportok struktirdja kozel sem egyezik, mindossze
annyiban, hogy végiil mindannyian az origoba tartanak, igy az 55 mésodperc utan késziilt képen is

lathat6 a kozépen torténd slirlisodés.

angular velocity (degreefsec)

200 50 00 50 0 =0 100 150 200
Angle {deqgree)

4.10. abra: A fazistér (4.1) tipusu metszete 5, kozel azonos

kezdofeltétellel inditott, kiilonbozo szinekkel jelolt kaotikus

mozgds esetén. (t=55 s)
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A kapott kép kialakuldsa is vizsgalhato, a programban az idétengelyt 1éptetve lathatjuk ahogy
felépiil a fazistér egy metszete, azaz az id6 (igy energiacsokkenés) fliggvényében vizsgalhatova
valik, tobb, kozeli kezdofeltételbdl induld mozgas kozos metszete (lasd 4.11. 4bra), amely az

elméleti eredmények fényében érdekesnek mutatkozik (lasd 4.4. fejezet).

Angular velocity (degreefsec)
Angle {degree)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 ] | |
=50 a S0 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 250 300
Angle {degree) : Time {sampling period})

Angular velocity (degree/sec)
Angle (degree)

1 1 1 1 1 1 | |
-50 o 200 300 400 500 600 oo
Angle {degree) Time {sampling period)

Angular velocity (degreefsech
Angle (degree)

| 1 | |
-50 150

1 1 1 1 1 1
400 600 00 1000 1200 1400
Angle (degree) Time {sarnpling period)

Aangular velocity (degree/sec)
Angle (degree)

] 1 ] ! ! ! ] 1 ] ] 1 1 1 1 1 1 1
-150 -100 - 100 150 200 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
Angle {degree) Time {sampling period)

4.11. &bra: Az 5, kiilonbozo szinnel jelolt adatsor fazistér metszeteinek alakulasa és az also rud
elfordulasahoz viszonyitva sorrendben: t =3 s, 95, 15 5, 21 s esetén.
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4.4 A rendszer altal nyujtott tovabbi lehetéségek

Munkédm f6 eredménye a disszipativ és konzervativ eset tanulmanyozasat is lehetdéveé tevod

rendszer elkészitése. Ezenfeliil a fentiekben megvizsgaltam az altalam felvetett vizsgélati

lehetdségeket. Maganak az analizisnek az elvégzése igy igen igéretes tovabbi lehetéség, melynek a

2.1.2.3. fejezetben is felvetett f6 kérdései tehat a fenti eredmények fényében:

A periodikus, kvazi-periodikus és kaotikus tartomanyok feltérképezése és a konzervativ
esetre szamitott tartomanyokkal vald 0Osszevetése a Ljapunov-exponensek mérésével a
rendszer alkalmas (lasd 4.3.2. fejezet), ehhez sziikséges az exponencialis illesztést segitd

algoritmus iradsa.

A rendszer segitségével elérhetévé valt a fazistér-metszetek felvétele (lasd 4.3.3. fejezet),
ezért a tovabbiakban vizsgalhatova valik a kozel azonos kezdéfeltételekbdl inditott
adatsorokra kapott metszet €s a konzervativ, az adott kezdéfeltételekhez tartozé energian
mozgb surloddsmentes inga metszeteinek Gsszehasonlitdsa. Erdemesnek latszik az analizist a

periodikus, kvazi-periodikus és kaotikus tartomanyokon elvégezni.

A fazistér-metszéspontok haladdsa a metszés pillanatdban aktudlis energidra szamitott
elméleti Poincaré-metszeten is kovethetove valt (4.3.3). Ez a vizsgalat kikeriili az elméleti és
valds metszetek alapvetd kiilonbsége okozta hibat, miszerint mivel a strlodasos esetben a
mozgés iddvel egyértelmlien az origdba tart, a disszipativ metszet origdjaban a pontok

besuriusédnek.

Lehetdség nyilt energiacsokkenés kimérésére, ebbdl a differencidlegyenlet surlodo tagjanak
felirasara, igy numerikus szimulacidoval az elébbiek konnyedén, szamtalan kezddfeltétel

esetén vizsgalhatoak, igy ez a tovabbi vizsgalatok egyik f6 irdnyvonala lehet.

A fenti eredmények tiikrében fontos fejlesztés lehet a felsd inga mérési tartomadnyainak

kiterjesztése, az exponencialis illesztést elésegitd algoritmus irdsa, illetve a jelenleg offline végzett

miiveletek lehetdség szerinti valos idejii megvaldsitasanak lehetové tétele.
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5 Osszefoglalas

A kettds inga kaotikus mozgéasanak vizsgalata az utobbi évtizedekben jelentds figyelmet kapott,
igy egy valos kettds inga vizsgalata mind demonstraciés, mind a disszipativ és konzervativ
rendszerek kozotti kapcsolat megértése szempontjabol fontosnak mutatkozott.

Munkédm sordn egy erre alkalmas mérdrendszert fejlesztettem ki. Célom olyan rendszer
fejlesztése volt, ami konnyen elérhetd eszkdzok segitségével, mind a demonstraciot mind a mozgas
tanulmanyozésat eldsegitendd valds idében abrazolja a fazistér elemeinek aktudlis értékét, illetve a
vizsgalat szempontjabodl fontos fazistér-metszeteket.

Erre a virtualis mérémiiszerek hasznéalata adott lehetdséget. Az inga mozgésat végzo
mérdrendszer a fels6 rad elforduldsit mérd gyorsulasszenzorbol, az alsoét digitalis
elfordulasmérébdl, adatgyiijté egységbdl és a virtudlis mérdmiiszerbdl, a szoftverbdl allt.

Munkam f6 eredménye az elobbi célkitiizésnek megfeleld, olyan mérérendszer kifejlesztése,
amely képes valos idOben kijelezni: a felsé rud szdgelfordulasat €s az ebbdl numerikusan szamitott
szogsebességet, az als6 rad szogelfordulasat és az ebbdl numerikusan szdmitott szogsebességet, az
ingak fazisportréjat és a fazis tér egy metszetét. Képes kiilonbozd adatsorok felvételére és egylittes
kijelzésére, igy lehetdvé teszi a kozeli kezdofeltételekbodl induld mozgasok dsszehasonlitasat, amely
mind az elméleti kovetkeztetések (pl. Ljapunov-exponens), mind a demonstracié szempontjabol
rendkiviil hasznosnak bizonyult.

Bar, a kettds inga hagyoméanyos demonstracids eszkoze a kaotikus dinamikénak, és az utobbi
¢vekben tobb eredmény is sziiletett egyetemi laborgyakorlati és emelt szinti kozépiskolas
méréseken vald alkalmazasarol, a rendszer nyujtotta lehetdségek, miszerint a latvanyos mozgas
kozben tudjuk egyszerre demonstrdlni mind a kdosz megjelenését, mind a tudomanyag altal

A rendszer elkészitésén tilmenden meg kivantam vizsgalni, miként végezhetd el részletes
analizis a surl6do és surlodasmentes mozgas kozotti kapesolatrol, igy az ehhez felvetett kérdések
vizsgalhatosagat mérésekkel is megvildgitottam. A kozel azonos kezddfeltételbdl induld mérés
pontos szinkronizalasdhoz offline szoftvert készitettem.

Reprodukaltam a valos kettds inga mozgasaban megjelend kaotikussagrol kozolt elsé eredményt,
az altalam mért Ljapunov-exponens a vizsgalt kezdofeltételekre pozitivnak, igy a mozgas
kaotikusnak adodott, és egyben ravilagitottam modszerben fellépd nehézségekre. A rendszer
alkalmasnak bizonyult az inditasi helyzetek periodikus, kvaziperiodikus és kaotikus tartoméanyainak

feltérképezésére, €s annak dsszehasonlitasara a strlodasmentes esethez tartdzoakkal.
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Bemutattam ugyanezen adatsorokon, miként lehet kovetni egy vizsgalt fazistér-metszeten
egyszerre tobb mozgas alakuldsat az id6 fiiggvényében, és egyben megmutattam, miként oszlanak a
kozel azonos kezdofeltételek esetén vizsgalt fazistér metszetén a kiilonb6z6 adatsorok
metszéspontjai. Ezen eredmények lehetdvé teszik a disszipativ eset fazistér-metszeteinek és a
konzervativ eset Poincaré-metszetei kozotti kapcsolat megértését.

Osszességében tehat egy komplett mérérendszer fejlesztésével lehetdvé tettem valodi kettds inga
kaotikus mozgésanak valds idejii vizsgalatat és demonstralasat, és segitségével megvizsgaltam a

konzervativ és disszipativ esetek kozotti kapcsolat vizsgalatanak lehetdségeit.
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