Fizikai méromodszerek
jegyzet

1. Bevezetés

Az emberi 1éthez szorosan kotddik a kornyezd vildg megismerésének, alakitasanak
célja. Az ismeretszerzés tudomanyos moédjai mellett a hétkéznapi életben is fontos
szerep jut a kiilvilagi jelek érzékelésének, mérésének és feldolgozdsanak is.
Altaldnosabban is igaz, hogy az élélények szamdra nélkiilozhetetlen a kiilvilag
jeleinek érzékelése, az igy nyert informdcio feldolgozdsa és ennek eredménye gyakran
a kiilviligra gyakorolt hatds is. Erzékszerveinkkel képesek vagyunk fényintenzitas,
erd, nyomds és sok mds jel egységes, az agy dltal feldolgozhaté6 jellé alakitdsara. A
forditott folyamat is 1étezik, hiszen az agy mozgést, hdmérsékletvaltozast és sok mas
folyamatot képes irdnyitani. Ha példdul fazunk, akkor a hdmérsékletet érzékeljiik,
mely az idegrendszer szdmdra feldolgozhaté kémiai és elektromos folyamatokon
keresztiil vélik az agy dltal is érzékelhetd jellé, majd az agy az informdcid
feldolgozdsanak eredményeképpen az izmokat elektromos impulzusok segitségével
mozgatni kezdi, ami altal ho fejlodik.

erzeckelés

beavatkozas

Amikor az ember eszkozoket fejleszt ki mérések elvégzésére, gépek készitésére,
tulajdonképpen ugyanezt a sémdt mdsolja le. Egy mérémiiszernek fontos feladata,
hogy a mérend6 mennyiséget olyan forméba alakitsa, mely szamunkra olvashat6. Egy
hémérében példdul a hdémérséklettel ardnyos térfogatvaltozds, dram mérésekor
mechanikai forgatényomaték johet létre. Egy gép esetén gyakran beavatkozd
folyamatra is sziikség lehet, hiszen a gépeket az ember azért késziti, hogy sajat
tevékenysége egy részét végeztesse el. Egyszerti példa a fltésszabdlyozas, amikor a
hémérséklet elektromos jellé alakul, igy a szabdlyozé kozpont azt fogadni képes,
sziikség esetén ho termelésére adhat utasitdst, kinyitja a gazszelepet, begyujtja a
kazanban a langot, elinditja a vizet keringetd szivattyit.



jelatalakitas

beavatkozas jelatalakitas

Vilagosan lathat6, hogy egy miiszer, gép hatékonysagat az érzékelési és beavatkozasi
mechanizmusok mellett leginkdbb az szabja meg, hogy a feldolgozé rész mennyire
hatékony, azaz az eszkdz milyen ,.intelligens”. A fejléddés sordn eldszor igen otletes
megoldasokkal, mechanikai médszerekkel készitettek gépeket, de igazdn nagy 1épést
az elektronika megjelenése jelentett, mivel elektronikdval sokféle miivelet és szamitas
elvégezhetdvé vilt. Az elektronikus eszkdzok tovébbi elénye volt, hogy a kiilonb6z6
fizikai jeleket elég konnyen elektromos jelekké lehetett alakitani (gondoljunk csak a
termoelemre, fotocellara, potenciométerre).

A digitalis elektronika, és kiillondsen a szoftvereket futtatni képes programozhatd
digitélis elektronika hihetetlen lendiiletet adott a méréstechnikdnak és a gépek
fejlddésének. Ma mar az eszkozok jelentds része szoftver, melyet igen egyszeriien
kicserélhetiink és nagyon hatékonnya tehetiink.
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Ennek érzékeltetéseként nézziikk meg, mit is tud a zsebiinkben levd mobiltelefon!
Képes mérni hangot (levegd nyomdsat), elmozduldst (billentyi lenyomadsa),
elektromagneses hulldmokat, fényintenzitdst (fényképezhetiink is vele). A telefonba
szerelt processzor felismerheti hangunkat, informaciét tarol, szdmolni képes, id6t mér,
és még rengeteg, a szamunkra nem is lathaté miiveletet végez, masodpercenként tobb
milliét. De a telefonunk jeleket is kelt: informaciét jelenit meg a képernyon, fényt
general, hangot (azaz 1égnyomadsvaltozast) hoz létre, mechanika rezgést produkdl, és
elektromagneses hullamokat is kibocsat. Mindezt egy elenyészéen kis tomegli
akkumlatorrdl tiplélva...
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2. A méréselmélet szerepe, legfontosabb feladatai

A fentebb vdazolt érzékelési, beavatkozdsi folyamatok tudomdnyos modjaival
foglalkozik a méréselmélet. A mérés 1ényegében olyan informdicidszerzés, mely a
valésdgban zajlo folyamatokrol ad képet. Ennek célja sokrétli lehet, a létfenntartds,
komfort, technikai és miszaki alkalmazdsok mellett természetesen a tudomdnyos
megismerés is. A természettudomdnyok, de sok humdn tudomany sem létezhetne
mérések nélkiil. A mérés — ami az ,,objektiv valdsag” €s szubjektiv vildgunk kozott
teremt hidat — éltaldnos jellege miatt igen sok alapvetd kérdéssel hozhat6 kapcsolatba,
a technikai jellegii feladatoktdl a filozéfiai problémadk érintéséig. A kovetkezdkben a
méréselmélet legfontosabb feladatai koziil sorolunk fel néhanyat.

2.1. A merés feltételrendszere

A méréselmélet fontos feladata tisztazni, hogy a mérés milyen koriilmények kozott ad
megbizhatd eredményt. Ha megvizsgiljuk a fizikai és természettudomanyos
torvények érvényességét, igen gyakran azt taldljuk, hogy a torvény korlatozott
érvényességli és korlatozott pontossaggal teljesiil. Gondolhatunk példdul a klasszikus
Newton-féle torvényekre, melyekrdl kideriilt, hogy nagyobb sebességek mellett mar
relativisztikus korrekcidra szorulnak. Ugyanakkor senkinek sem jut eszébe, hogy
példaul egy jarmii mozgdsanak leirdsdndl relativisztikus korrekcidkat haszndljon. Ez
szorosan kotddik a méréselmélethez is, hiszen a mérést egy fizikai modell, fizikai
torvény alapjan végezziik el, ami tehat az érvényességi kort korlatozhatja. Tegyiik fel
példaul, hogy ellendllast szeretnénk mérni. Ehhez felhaszndlhatjuk az Ohm-torvényt,
igy megfelel6 aramot atvezetve a mintan fesziiltséget mérhetiink, majd az ellendllast a
fesziiltség és dram hdnyadosabdl kiszamitjuk. A mérési eredmény erdsen épiil egy
fizikai torvényre, melynek érvényessége kérdéses lehet, hiszen az d4ram az
ellenalldson Joule-hét fejleszt, ami a mintat melegiti, az ellendllds pedig valamennyire
mindig hdémérsékletfiiggd. A méréselmélet az ilyen jellegli problémdk esetén igen
szorosan kapcsolédik mds természettudominyokhoz, melyek feladata modelleket
megadni, fejleszteni és érvényességi koroket tisztazni.

Gyakran el6fordulhat az is, hogy egy kisérlet sordn egy bizonyos vizsgdlandé q
mennyiség fiigg az x,y,z mds mennyiségektdl. Ha az x-t6l valo fiiggést szeretnénk
vizsgdlni, akkor az y,z mennyiségeket dllandé értéken kell tartanunk. A legtobb
fizikai mennyiség példaul fiigg a hdmérséklettdl, ezért ha nem a homérsékletfiiggést
mérjik, akkor a hoémérsékletet allandé értéken kell tartanunk. Emellett a kisérlet
kimenetele fiigghet az id6tdl, anyagi mindség véltozasaitél (kémiai folyamatok,
oregedé€s), a foldrajzi helytdl, és még sok mastol is.

2.2. A mérési pontossag becslése

A mérési pontossidgot szamos tényezd befolydsolja. Egyrészt kérdéses, hogy a mérés
alapjdul szolgdl¢ fizikai torvény milyen pontossdaggal teljesiil, és dltaldban persze nem
éles a torvény érvényességi hatira sem. Emellett azt is vizsgdlnunk kell, hogy
mennyire tudjuk garantdlni a nem kivant hatdsok kiszlirését, példaul a hdmérséklet-
vagy idofiiggés hatdsit. A pontossdg becslése technikai problémadkat is felvet, a
mérémiiszer tulajdonsagai természetesen alapvetden fontosak ebbdl a szempontbdl.



2.3. Allandék, etalonok definidldsa

Egy mérés sordn az ismeretlen mennyiséget mindig egy jol ismert, dllandénak gondolt
mennyiséggel hasonlitjuk 6ssze. Természetesen a mérés soran ennek az allandénak
valamilyen formdban jelen kell lennie, hiszen a miiszer masképp nem tudna
meghatdrozni a kérdéses ardnyt. A méréshez hasznilt referencidnak idedlisan id6tol,
hémérséklettdl, foldrajzi helytdl fiiggetleniil dllandénak és ugyanolyannak kell lennie.
Mivel tobb mérémiszerre van sziikségiink, a konnyen és megbizhatdan
reprodulkélhaté referencia alapkdvetelmény. A mérésekhez haszndlt, nemzetkozileg
elfogadott alapveté etalonok, dllandék hét kiilonbozd részre bonthatok és két
kiegészitd allandoét is definidlhatunk. Ezek a kovetkezok

e Tomeg. A kilogramm a Franciaorszagban 6rzott 90% platina, 10% iridium
otvozet tomegével definidlt egység. Az etalon mdsolata tobb orszdgban is
megtaldlhat6.

e Hosszisag. A méter definici6 szerint az hosszisag, melyet a fény vakuumban
1/299792458 masodperc alatt tesz meg.

e Idd. A masodperc definicidja szerint az az id6, ami a cézium atom pontosan
definidlt koriilmények kozotti oszcillicidés periddusidejének 9192631770
szerese.

e Aram. Az amper az az dlland6 dram, mely ha két egyenes, vikuumban levd,
végtelen hosszi, egymdstdl parhuzamosan 1 méterre levdé elhanyagolhaté
korkeresztmetszetli vezetdn at folyik, akkor a fellépd eré6 méterenként 2¢107'N.

e Hoémérséklet. A kelvin ugy definidlt, hogy a viz hdrmaspontjandl a
hoémérséklet értéke 273.16K. A harmaspontndl a viz harom kiilonb6z6
halmazallapota egyensulyban jelenik meg.

e Fényintenzitds. Egy candela fényintenzitds esetén az 5401012 Hz
frekvencidju monokromatikus fény egy adott irdnyban egységnyi szteradidn
térszogbe sugdrzott teljesitménye 1/683 Watt.

e Anyagmennyiség. Egy mdl anyag definicié szerint annyi azonos elemi részt
tartalmaz, mint ahdny atom taldlhaté 0.012kg szén 12-es izotépban.

A kiegészit6 dllandok:

e Sikszog. A radidn a kor két sugara altal bezart szog, melyek a korbdl éppen
egy sugarnyi ivet jelolnek ki.

e Térszog. A szteradidn annak a kupnak a térszoge, melynek a csucsat a gomb
kozéppontjiba helyezve a gomb feliiletébdl éppen a sugér négyzetével egyenld
teriiletet jelol ki a gomb felszinén.

A tobbi fizikai mennyiség egysége visszavezethetd ezekre az egységekre. Az
ellendllds etalonjaként hasznalt mangan tekercsnél hasznéljuk példdul a hosszuisag,
tomeg, id6 és dram alapvetd etalonokat.

2.4. Mereési modszerek megadasa, fejlesztése

Egy mérés konkrét kivitelezésének gyakorlati és elméleti kérdései is felmeriilnek. A
teljessé igénye nélkiil felsorolunk néhanyat ezek koziil.

Technikai problémak kozé tartozik a méréshez sziikséges id6 és raforditdsok
csOkkentése, a pontossdg gazdasiagos novelése, a miszer realizdlasdnak
egyszerusitése. Fontos a zajok, zavarok szlirése, melyek a véletlenszerti kiilsd és belsd
folyamatok hatdsdra 6hatatlanul megjelennek. Megjegyezziik, hogy a véletlenszerti
jelek informécidforrést is jelenthetnek, példdul ha a vizsgdlt rendszer miikodésével
fliggenek Ossze. Szintén gyakorlatias probléma megtaldlni az optimdlis mérési



eljardst, ami a mérési pontossdg, gazdasdgossdg és mds szempontok megfeleld
kompromisszuma alapjan adhaté meg.

Elvi probléma annak tisztdzdsa, hogy a haszndlt fizikai modell érvényes-e a vizsgalt
esetben. Haszndlhatjuk-e példdul az Ohm-torvényt ellendlldsmérésre bizonyos
dramok, bizonyos anyagok esetén? Van-e a fizikai mennyiségnek tgynevezett egzakt
értéke? Elég, ha csak a hatdrozatlansdgi reldciéra gondolunk, mely kimondja, hogy
elvileg sem mérhetd tetszéleges pontossidggal egy részecske impulzusa és helye
egyszerre. Ez is aldhuzza, hogy a véletlenszerliség a természet folyamatainak alapvetd
sajatossaga, mellyel mindig szdmolnunk kell, méréseinket mindig fogja valamilyen
véletlenszerti hiba terhelni.

2.5. Mereési adatok, informacio feldolgozasa,
kiértékelése, értelmezése

A mérés sordn nyert adatok feldolgozasa szintén fontos feladat, hiszen az informacié
ez alapjan jut el a felhasznidléhoz. A feldolgozasnak lényeges alapja az elméleti
modell, melynek érvényessége befolydsolja



3. A méréberendezés felépitése

A mérdéberendezés altaldnos felépitése — bar sokszor nehezen hizhaté meg éles hatéar
— héarom f6 részre bonthat6, melyek sok tovabbi komponenst is tartalmazhatnak. A

kovetkezo abra ezt szemlélteti.
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Az érzékeld elem a mérendd jelet olyan formédba — dltaldban egy madsfajta
fizikai jellé — alakitja, mely lehetdséget ad arra, hogy a méréldncban szerepld tovabbi
egységek kezelni tudjak. Példdul hoémérséklet mérésekor a miiszerben a
homérséklettdl fiiggden gyakran hosszvaltozds, térfogatvaltozds esetleg elektromos
ellendllds valtozas jon 1étre, melyet mér a muszer képes felhaszndlni a kijelzésre.

Az érzékelés utdni fazis a jelkondiciondlds, mely a jelet tulajdonképpen
mindségileg mindségileg javitja és eldkésziti kijelzésre vagy feldolgozdsra. A jel
tovabbi konverzidja is sziikséges lehet, gondoljunk példdul arra az esetre, amikor az
érzékeld elem kimeneti jele elektromos ellendllds, amit célszer rajta dtbocsatott dram
segitségével fesziiltséggé alakitani, melyet mar konnyl kezelni. Jelfeldolgozasi
funkcidk kozé tartozik a jel erdsitése, szilirése is, hiszen az érzékeld elem utan a jel
kicsi lehet és tartalmazhat szdmos zavaré komponenst is. Digitdlis méromiiszereknél a
jeleket emellett szamokka4 kell alakitani, melyet a tovabbi digitalis elektronika kezelni
tud — ezt a feladatot végzi el az dgynevezett anal6g-digitdl konverter (réviden A/D
konverter).

A kijelzési és feldolgozasi rész rendkiviil sokféle, nagyon egyszerti és nagyon

bonyolult is lehet. Példaként vehetjiik a higanyos hdmérét, ahol a kijelz6 egy egyszerii
skdla, a Deprez-miiszert, ahol a kijelzést egy skdla és egy vékony mutatd végzi el,
ugyanakkor gondolhatunk egy digitdlis bolti mérlegre, aminek kijelzdjén a mért
tomeg mellett a kiszamitott ar és a vonalkdd is megjelenik, vagy az ultrahangos orvosi
miszerre is, ahol egy komoly szamitogépes feldolgozds eredményeképp a monitoron
id6 fiiggvényében nyomon kovethetjiilk a szervezetben zajlé folyamatokat grafikus
formdban. A modern digitdlis miiszereknél a jelfeldolgozasi €s kijelzési funkcidk
gyakran nem is vdlaszthatok szét élesen. A feldolgozd egység a kijelzésen,
megjelenitésen kiviil rendkiviil sok matematikai szdmitast, konverziét végezhet el, a
mérési kiértékelés funkcidit is tartalmazhatja — gondoljunk csak az utébb emlitett
ultrahangos miiszerre.
Egy méromiszer mindségét természetesen az egyes funkciokat végzd részegységek
teljesitménye egyiittesen hatdrozza meg, de a hatékonysagot leginkabb a feldolgoz6
egység szabja meg, ami ma mar a legtobb esetben digitdlis, s6t, programozhatd — azaz
szoftvereket futtaté — intelligens egységekbdl épiil fel.



4. A méromiiszerek, mérérendszerek legfontosabb
jellemzéi

A kovetkezOkben a mérémiszerek és mérérendszerek néhdny fontos tulajdonsigat
tekintjiik at, melyek a mérés pontossagit, a redlis mitkodésbdl fakadd kiillonbozd
lehetséges hibdkat és mas paramétereket érintik.

Pontossag. A mérOmiiszer pontossiga az maximalis érték, amennyivel a kijelzett
érték eltérhet a valodi értéktdl. Ez az érték fiigghet magitol az értéktdl is, néha
abszolut, néha relativ médon adjuk meg. Példaul a hosszisdgmérés pontossiga 1m-es
méréshatar esetén megadhaté 1mm-el, de 0,01 vagy 1% formédban is.

Felbontas. A felbontds az a legkisebb valtozas a mérendé mennyiségben, melyet a
miszer még kovetni képes. Fontos, hogy ne keverjilk Ossze a felbontist a
pontossaggal, kiillondsen azért, mivel a gyakorlatban eléggé elterjedt az a helytelen
szokds, hogy a pontossdg szt hasznaljdk a felbontds helyett. Példaul egy digitalis
hémérd kijelezheti a mért adatot 0,1K felbontdssal, ez azonban nem jelenti azt, hogy a
mérés pontossaga is 0,1K.

Nullponthiba. Az a hiba (a valédi és mért érték kiilonbsége) mely a mért értéktdl
fiiggetleniil mindig ugyanakkora. Ez azonos azzal az értékkel, amit a miiszer jelez 0
valddi értéknél.

yo':'"
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Skalahiba. Idedlis esetben a valés és mért érték hanyadosa éppen 1 lenne. A
gyakorlatban ez az érték kicsit kiilonbozik 1-t6l, ezt a hibat nevezziik skalahibanak.
Ez a hiba anndl nagyobb, minél nagyobb a mért érték.



X

Linearitashiba. Idedlis esetben a valddi és mért érték egymads linedris fiiggvénye.
Redlis esetekben ett6l eltérd Osszefiiggés igaz, amit linearitdshibanak, vagy
nemlinearitdsnak neveziink.

y
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Hiszterézis. Ha a mérend0 mennyiség a novekszik, majd csokken, a miiszernek
ugyanolyan értékeket kellene mutatnia mindkét irdny esetén. Redlis esetekben a
mérési hiba fiigghet attél, hogy a mért mennyiség a mérés sordn novekedett vagy
csokkent, ezt hiszterézishibdanak nevezziik. Mechanikus kijelzésli miiszerben ilyen
jellegti hibat okoz a strlodas.




Reprodukalhatésag. A méromiiszernek azonos értékre mindig azonos értéket kellene
mutatnia. Az miiszer hibdja (nullhiba, skélahiba, stb.) azonban id6ben valtozhat,
aminek kovetkeztében ez nem pontosan teljesiil.

Reagalasi id6. Ha a mért mennyiség megvdltozik, egy bizonyos id6 sziikséges ahhoz,
hogy a mért érték ezt kdvesse. Ezt az id6ét reagdlasi idonek nevezziik.

idé

Savszélesség. A sdvszélesség definidlasahoz szinuszosan valtoz6 mérendd jelet
feltételeziink. A sdvszélesség az a frekvenciasdv, amin beliil a mért jel amplitudéja a

maximélis mért amplitidéhoz képes nem kisebb, mint a maximalis amplitddé /2 -ed
része, azaz a valtozas mértéke -3dB (z 20log,, (1/ 2 ))

mért
amplitado

max.

savszélesség

frekvencia

A fentiekben megadott jellemzdk mellett még sok mds paraméter is megadhato,
melyeket a megadott szakirodalmak részletesebben targyalnak.



5. Determinisztikus és véletlenszeri(i mérési hibak

A méréseket mindig hiba terheli, azaz a mért érték eltér a valédi értéktdl. A mérési
hibdkat két csoportba soroljuk, a determinisztikus és véletlenszerli vagy statisztikus
hibak csoportjaba.

A determinisztikus hibdk kozé tartozik példdul az el6zdekben targyalt
nullponthiba, skélahiba is. A determinisztikus hiba elvileg mindig meghatirozott,
nagysdga és eldjele is meghatdrozhatd, igy ez a hiba kompenzalhat6 is — ezt az eljdrast
kalibrdlasnak hivjdk. A hiba oka a mérOmiiszer tokéletlenségében keresendd.

A véletlenszeri hiba teljesen mds természetii. Ez a hiba minden egyes
mérésnél mas és mds értékll, sem a nagysigit sem az eldjelét nem lehet eldre
kiszamitani, igy ez a hiba nem kompenzilhat6 semmilyen médon. A véletlenszerii
hibdk egyik f6 oka az idében véletlenszeriien valtozo kiilsé zavarjelek jelenléte,
melyek a mérOmiiszer miikodését befolyasoljdk, elsOsorban elektromdgneses vagy
mechanikus hatdsuk udtjdn. Egy madsik lehetséges ok magdban a miiszerben levd
szamos komponens mitkddése sordn fellépd véletlen jelek keletkezése. Szinte minden
fizikai folyamat sordn szdmolnunk kell a véletlenszer viselkedéssel, melynek legjobb
példdja taldn a kvantummechanika, ahol eleve csak valdszinliségi kijelentéseket
szokds tenni.

A fentiekbdl is latszik, hogy a véletlenszer(i hibdk kezelése igen fontos, mivel
alapvetden befolydsolhatjdk a mérés pontossagat. A hiba nagysdganak becsléséhez a
valészinliségszamitas ad segitséget, melynek néhany fontosabb elemét attekintjikk a
kovetkezOkben.

Ha egy mennyiség véletlenszerlien ingadozik, akkor é&rtékét tSbbszor mérve
kiilonboz6 adatokat kapunk.



6. A mérési eredmény megadasa

A mérés sordn kapott értékek eltérnek a mérendd fizikai mennyiség valddi
értékétdl. Alapvetden kétféle mérési hibat kiillonboztetiink meg: a determinisztikus és
a véletlenszeri hibiat. A determinisztikus hiba — melyet altaldban a mérdmiszer
torzitdsa okoz - nagysdga elvileg meghatdrozhato, ezért ezt a hibafajtit sok esetben
korrigdlhatjuk. Egészen mds a helyzet a statisztikus hiba esetén, amikor a hiba
véletlenszer(i, tehdt nagysdgit, de még eldjelét sem tudjuk megjésolni. Mivel a
determinisztikus hiba kompenzalhatd, ezért a kovetkezdkben a statisztikus hiba
kezelésével foglalkozunk.

A mérési eredmény a mérési adatok €s a hiba nagysaganak ismeretében adhato
meg, a hiba ismerete nélkiill a mérési adat onmagédban elégtelen informaciét ad.
tehat azt mondjuk, hogy a valddi érték - amit az <x> varhatéértékkel azonositunk -
adott valdszintiséggel esik az dgynevezett megbizhatésdgi, tgynevezett konfidencia
intervallumba:

<x>=xtAx (1)

Itt xa mért adat, Ax pedig a statisztikus hiba. Megjegyezziik, hogy Ax értéke
természetesen fligg attdl, hogy mekkora valdszintiséggel tartalmazza a valddi értéket a
fenti intervallum. A kovetkezOkben megmutatjuk, hogyan adhatjuk meg a mérési
eredményt a legfontosabb esetekben.

A véletlenszerti ingadozdsok mértékét a szordssal jellemezziik és igy a mérési
eredmény statisztikus hibdjanak megadasdhoz is a szordst hasznéljuk fel. A mérési
eredmények megadasakor két alapvetd esetet kiillonboztetiink meg.

6.1. 1. A o szoras értéke ismert

Ez az eset gyakran el6fordul, amikor a mérémiiszer okozza a statisztikus hibdt,
€s a muszer gyartdja a o szordst az adatlapban megadja. A mérési eredmény megadasa
ekkor a kovetkezd alaku:

<x>=xt]lo (2.

Itt xa mért adat, A pedig az eldirt valésziniiségtél fiiggd szdm. A értékét altaldnos
esetben a Csebisev-egyenldtlenségbdl adjuk meg, mely szerint annak a valdszintisége,
hogy l<x>-xl<Ao, nagyobb mint 1-1/A>. Tehdt annak a val6sziniisége, hogy az <x>
varhat6 érték a mért érték koriili Ao sugard intervallumban helyezkedik el nagyobb,
mint 1-1/A%:
— 1

Pq<x>—x‘</10')21—? (3.)
Altalaban természetesen a p val6sziniiség, vagy az a=1-p szignifikanciaszint értékét
adjuk meg elére és ebbdl szamitjuk ki A-t. Példaul:



1
p=1_? 4.)
A= 1~ 0
I-p
Ha tudjuk, hogy a statisztikus ingadozds normadlis eloszlasd, akkor A értékét a
kovetkezo osszefiiggés adja meg:
ﬂ:Fl(p;_lJ (5.)

ahol F' a [0,1] paraméterli normdlis eloszlds eloszlasfiiggvényének inverze.
Egyszerlien juthatunk ehhez az 6sszefiiggéshez, ha észrevessziik, hogy

_ S b _flEd )
p—PQ<x> x‘</10')21 EZ_P( p </1]—

) _ ©6.)
L5
= d :2F ﬂ _1
_LT[ x=2F(1)

Tudjuk, hogy az <x> varhatéértéket jobban kozeliti a tobb mért adatbol
kiszamitott N kozépérték, mely a kdvetkezd formuldval adhaté meg:

1
Xy =— ) X, 7.
N NZ (7))

Természetesen az N mért adatbol szamitott kozépérték is egy véletlenszeriien
ingadozé mennyiség, melynek varhato értéke szintén <x>, szérdsa viszont az eredeti
szOrés \/KI -ed része. Ebbdl kovetkezéen a mérési eredmény megaddsa tobb mért adat
esetén a kovetkezd alaku:

<x>:g+’1—" 8.

N
Lathat6 tehat, hogy azonos szignifikanciaszint mellett tobb mérési adat

//////

6.2. 2. A szoras értéke ismeretlen

Ha a szo6rés értékét nem ismerjiik, akkor az eddigiek szerint nem is adhatnank
meg a mérési eredményt, mivel nem tudjuk megadni a statisztikus hibat. Ebben az
esetben a szords szerepét a korrigdlt empirikus szords veszi at, melyet az x; mért
adatokbol szamitunk ki a kdvetkezd formuldval:

N

1y, 1 1Y
UN_1=\/N_]Z(x,'-XN)Z=\/N_]Z(xi-N;x,} ©.)

i=1 i=1

Ha az x fizikai mennyiség normdlis eloszlédsu, akkor az
<x>*71—x,\, (10.)
O-N—l
mennyiség t-eloszlasi v =N-1 szabadsigi fokkal. Ekkor A helyett tn.;-et hasznilva
kapjuk, hogy:




p:PQ<x>_;‘ <tNlo-:/1):P(<x*>_x<tN1]:
Oy
(11.)

J.pt,N—l (x)dx =2F, \_, (tN—l )_1
—In-
ahol pin.1(x) és Finoi(x) az N-1 szabadsdgi fokd t-eloszlds valdszintiségi stirtiség-
illetve eloszlasfiiggvénye.
Innen kapjuk tn.; értékét:

_ +1
Ing = Ft,zil—l(pz j (12.)
A mérési eredmény megaddsa tehat:
o tN—lo-:/—l

(13)

Vegyiik észre, hogy a korrigdlt empirikus szérds definicigjabol kdvetkezden
nem adhatjuk meg a mérési eredményt egyetlen mért adat esetén, mert nulldval
kellene osztanunk. Ez a tény is jol mutatja, hogy ha a szords ismeretlen, egyetlen mért
adattal nem adhaté meg a mérés eredménye.

A kovetkezdkben Osszefoglaljuk a mérési eredmény megadasat az el6zéekben
targyalt esetekre.

Ha a szoras ismert, és egy mért adatunk van:
<x>=xtlo (14.)
Ha a szoras ismert, és N mért adatunk van:

cx>=x,+ 20 (15,

N

Ha a széras ismeretlen és N>1 mért adatunk van:

1y ,O
< x>=x, + NN (16.)
N \/ﬁ
Megjegyzés: a kiszamolt hibat két vagy harom értékes jegyre kell kerekiteni, és a
kozépértéket is ugyanannyi tizedes jegy pontossaggal kell feltiintetni.

A kovetkezd tdblazatok segitséget adnak A és ty;  értékeinek
meghatdrozdsdhoz normalis eloszldsu, véletlenszerti mérési hiba esetére.

I. Téblazat: A értékei a p valdszinliség illetve a=1-p szignifikanciaszint fiiggvényében
normdlis eloszlés esetére

p 0.9 0.95 0.99 0.995 0.999
a 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
A 1.64521 1.96039 2.57624 2.80739 3.29076

II. Tablazat: ty.; értékei a p valdszinliség illetve a=1-p szignifikanciaszint és az N
mérési adatok szdma, illetve v =N-1 szabadsagi fok fiiggvényében t-eloszlas esetére




N v p=0.9 p=0.95 p=0.99 p=0.995 |p=0.999
a=0.1 a=0.05 a=0.01 0=0.005 | 0=0.001

2 1 6.31370 12.70615 |63.65672 |127.32133 |636.61920
3 2 291996  14.30264  9.92477 14.08897 |31.59903
4 3 2.35334  |3.18244 |5.84088 |7.45326 12.92393
5 4 2.13183  |2.77638 [4.60409  |5.59755 8.61026
6 5 2.01501 2.57052  |4.03211 4.77329  |6.86876
7 6 1.94311 2.44685 3.70741 4.31679  |5.95875
8 7 1.89453  12.36459  [3.49946  [4.02927 |5.40786
9 8 1.85952  |2.30595 3.35537 3.83250  [5.04129
10 9 1.83307  |2.26215 3.24979  [3.68960  [4.78089
20 19 1.72913  12.09302  |2.86087 3.17372  [3.88339
30 29 1.69910 |2.04518 [2.75634 |3.03797 |3.65935
40 39 1.68487  12.02268 [2.70784  |2.97554 |3.55810
50 49 1.67653  |2.00957 [2.67990 [2.93970 |3.50043
100 99 1.66036 1.98416  |2.62640 [2.87130 |3.39150
150 149 1.65507 1.97597  12.60919 ]2.84940 |3.35701
200 199 1.65254 1.97195 12.60070 |2.83867 |3.34002

6.3. Példak
1. Tomegmérés mérési adata:

m=1.21kg
A szoras ismert, értéke
0=0.017kg

Adjuk meg az 0=0.01 szignifikanciaszinthez tartozé mérési eredményt!
p=1-0=0.99
A=2.57624

Am=A*0=2.57624*0.017kg=0.043796kg~0.044kg

m =1.2100kg £ 0.044kg (17.)
2. Az el6z0 feladatban megadott feltételek mellett hany mérési adatot kell
gylijteniink ahhoz, hogy a mérés hibdja 0.01kg ald csdkkenjen?
Am<0.01kg
AoA/N <0.01kg
N>(0.043796/0.01)*~19.18
N =220 (18.)

3.

Egy mérést tobbszor elvégezve kaptuk:

R=7.20Q
R,=7.19Q
R3=7.19Q
R4=7.22Q




Rs=7.23Q.

Adjuk meg az 0=0.05 szignifikanciaszinthez tartozé mérési eredményt!

A kozépérték: R, =7.206Q
A korrigalt empirikus szérds: o,_, =0.018166Q
0=0.05, N=5 (v=4), igy t~.1=2.77638

*

t
A hiba értéke 21981 00225560

N

R=7.206%0.023Q2

(19.)



7. A mérési eredmény megadasa kozvetett mérés
esetén. A mérési hiba terjedése

Ha egy fizikai mennyiség fligg mas fizikai mennyiségektdl, azaz q=q(x.y,...),
akkor x,y,... mérésével q mérési eredménye is megadhat6. Ha az x,y,... mennyiségeket
kicsi hibaval mértiik, akkor jo kozelitéssel igaz, hogy

Aq:a—q Ax+a—q Ay +... (20.)
ax x:;,y:;,... ay x:},y:;,...
és B -
qg=4q(x,y,..) (21.)
ahol a feliilvonds a kozépértéket jeloli.
Mivel a szordsnégyzetekre teljesiil, hogy
2 2
af]= aﬁ o+ aﬁ o'f,+... (22.)
ax x=;,y=;,... ay x=},v=;,...
igy a mérési hibara addédik, hogy
2 2
Ag= 9q Ax>+ 9% Ay .. (23.)
x| 5. CAlNE,

//////

és hibdinak ismeretében meghatirozzuk a szdrmaztatott ¢ mennyiség kozépértékét és
hib4jat.

Egyvaltozds fiiggvény esetén a szdrmaztatott mennyiség hibdjat megado
formula a kdvetkezOképpen egyszeriisodik:

Ag=" Ax (24)
dx|,_;
Példa:
m=3.21kg+0.05kg
v=7.31m/s0.11m/s
= 2
E—2 mv
E=?
E =;mv2 =;3.21-7.3121 ~85.7649. (25.)
OE 2 OF
OE_v  JE_ 26.
m 2w (26.)
,22
AE = VE Am’+|mv| Ay’ =
4
- \/721 0.05+(3.21-7.31 0.1 T = 27)

=2.906377 J
Az E kinetikus energia mérési eredménye tehat:



E=85.76J £291J (28.)



8. Alegkisebb négyzetek modszere

A mérések elvégzése sordn gyakran el6fordul, hogy két vagy tobb egymadstol
fliggd fizikai mennyiséget mériink meg. Tegyiik fel példdul, hogy megmértiik az y és
x mennyiségeket, amelyek kozott a kdvetkezd fiiggvénykapcsolat van:

y= filxab,..) , (29.)
ahol a,b,... ismeretlen paraméterek. Hogyan hatdrozhaték meg ezek a paraméterek?
Mivel az yi és xi mérések sordn kapott értékek mérési hibaval terheltek, ezért nem
tudunk olyan a,b,... paramétereket vdlasztani, hogy a kapott fiiggvény tokéletesen
illeszkedjen a mérési pontokra. Taldlnunk kell tehdt egy feltételt, aminek teljesiilése
esetén kapott paraméterekkel a legjobbnak {téljiik meg a gérbe mérési pontokra vald
illeszkedését. A paraméterek meghatirozdsira az egyik legegyszerlibb és
leggyakrabban alkalmazott eljards a legkisebb négyzetek modszere.

A legkisebb négyzetek modszere szerint az illeszkedés akkor a legjobb, ha

N
S(a,b,...)=>"ly,~ fl xi.a.b....)] = min. (30.)
i=1

Itt N a mérési adatparok szdma, xi és yi a mérések soran kapott értékek. A
paramétereket tehat Ggy kell meghatiroznunk, hogy a (23) egyenletben szerepld
négyzetdsszeg minimdlis legyen.

A (23) egyenlet megolddsa 4ltaldnos esetben igen bonyolult szélséérték
keresési problémdhoz vezet. Sok esetre 1éteznek kidolgozott elméleti és numerikus
modszerek. Ezek koziil az egyik legegyszerlibb és legfontosabb esetet, az egyenes
illesztést ismertetjiik. Ebben az esetben az f fliggvény alakja a kovetkezo:

y=a-x+b (31.)
igy tehdt olyan a és b paramétereket kell keresniink, hogy a
N
S(ab)=>"[y,~(a  x;+b)f (32.)
i=1

négyzetdsszeg minimalis legyen. A sz€lséérték helyén az S(a,b) Osszeg a és b szerinti
parcidlis differencidlhdnyadosa nulla értéket vesz fel, igy jutunk a kovetkezd
egyenletekhez:

95(a,b) 22[ (a-x, +b)-x,) (33.)
da
aS(“ b) 22[y, a-x, +b)J-1) (34.)
i=1
Ebbdl a két egyenletbdl mar klfejezheto a és b értéke:
b=y, —ax, (35.)
1 ﬁ: —
2N Y Xy YN
a=2a (36.)
1 & —
— Y xl—x,
N i=1

ahol a feliilvonds a kozépértéket jeloli. Az illeszkedés mindségét szokds az
ugynevezett korreldcids egyiitthatoval vagy annak négyzetével jellemezni, melynek
definicidja a kovetkezd:




Mz

2
X _xN y,_yN):|

x _xN) Z(yi _ﬁ)z

i=l1
R értéke 0 és 1 kozott taldlhato. Tokeletes illeszkedés esetén értéke 1, és minél kisebb
a pontok szodrdsa, értéke anndl kozelebb esik 1-hez.

Fontos megkiilonboztetniink azt az esetet, amikor tudjuk, hogy az egyenesnek
at kell mennie az origén - ilyen példaul az Ohm-torvény esete. A b paraméter értéke
ekkor azonosan zérus, és elvi hibat kovetiink el, ha illesztési paraméterként kezeljiik.
A legjobb illeszkedés feltétele a kovetkezd alakui:

[

N

(37.)

Stab)=> [y —a-x)I (38.)
i=1
Ebbdl kapjuk:
N
B 20y, a5 ) x) (39)
a i=1

tehdt a értéke igy adhaté meg:

N
Zx,-y,-
_ =l

a=—y
2
in

i=1

Az egyenes illesztését ma mdr célszerllen szadmitogépen elérhetd
adatfeldolgoz6 programok segitségével végezziik el. Ekkor is legyiink figyelemmel
arra, hogy az origén atmend illesztésnél a b paraméter azonosan nulla legyen.

(40.)

A legkisebb négyzetek moddszere alapjdn nemlinedris illesztés is megvaldsithato.
Ebben az esetben gyakran silyozott illesztés végziink, azaz a kovetkezd mennyiség
minimumdt keresstik:

Stab..)=> wly,= flx.ab..)f (41.)
i=1

A w; sulyfaktorok bevezetésére dltaldban azért van sziikség, mert nemlinedris gorbe
sz€les dinamikatartomannyal rendelkezhet, igy a nagyobb értékeknél néhany pont is
sokkal nagyobb stllyal szerepel a négyzetdsszegben, mint kisebb y; értékek esetén,
igy kis értékekre az illeszkedés nem lesz megfeleld. Egyszeri példa erre az
exponencidlis fiiggvény, ami igen gyakran fordul eld gorbeillesztési feladatok sordn.
A w; sulyfaktorok megvélasztisa fiigg az illesztendd gorbe alakjatol, 4ltaldban
gyakran alkalmazzdk a w, =1/ 7y’ alakot, igy tehat a kovetkezé mennyiség minimuma

keresendo:

S(a,b,...):Z%[yi—f(xi,a,b,...)]z (42.)

i=1 i
Sajnos a nemlinedris illesztéseknél nem kapunk analitikus Osszefiiggést a
paraméterekre, igy az illesztést numerikus, iterdciok segitségével végezziik el. Az
iterdciohoz meg kell adnunk a paraméterek becsiilt, kiindulasi értékét, a sziikséges
pontossagot, és néha még mas feltételeket is, melyek segitségével elkeriilhetd, hogy
az iteraci6 divergaljon.



